MATHEMATIQUES

DUREE : 2 HEURES.

GONSIGNES

Aucun document n’est autorisé.
Calculatrices interdites.

SUJET

Exercice 1
Soient Xy et Xo deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans IV et de méme loi, avec:

2 1

ke N, P(X) = k)= .
Soit ¥ = sup{ X, Xa).

1. Caleuler P(Y < k) pour tout k € IN.

2. En déduire la loi de Y.

EXEeRcIcE 2

On associe & tout nombre réel p la matrice
_[1-p p(1-p)
Alpy = ( 1 o ;

1. Montrer que A(p) admet des valeurs propres réelles si et seulement si p appartient & Uintervalle
J=[31].

On suppose dans tout ce qui suit que p appartient a4 J et Fon note g et v les valenrs propres
distinctes ou non de la matrice A{p).
2. a) Que valent p+q +r? et pg+ gr+rp?

L) En déduire que p et ¢ sout les valeurs propres de A(q) et que ¢ el v appartiennent également i
I'intervalle J.
3. a) Donner nne base de chague sous-espace propre de A{p).

b) Pour quelles valeurs de p e J, A(p) est-elle diagonalisable?
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EXERCICE 3

1. On considére lintégrale

L 1
IHa) = f a(——1)"dx
0 I
Montrer gu'elle est convergente si et seulement si —1 < o < 2.
oo g
2. On pose Jn = ./; m
a) Justifier l'existence de .J,.
b) En utilisant une intégration par parties, trowver une relation de récurrence entre J, et Jypq,
pour tout n =1,
3. a) Caleuler Jy.
b} A laide du changement de variable: (1 — 1)% = t, Caleuler 1{31).

pour 1 entier strictement positif,

Baréme :
2 pts pour Uezercice 1; & pts pour Uererciee 2: 8 pis pour Uerercice 3
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