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ESPRIT DE L’EPREUVE

B ESPRIT GENERAL
Vérifier chez les candidats I'existence des bases nécessaires pour des études supérieures

de management.

Apprécier I'aptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et I'appliquer

(théoréme)

Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

B SUJET

Trois exercices indépendants portant sur les trois domaines du programme.

B EVALUATION

Exercices de valeur sensiblement égale.

B EPREUVE

Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé,

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en évidence
les principaux résultats, a respecter les notations de I’énoncé, et a donner des

démonstrations complétes (mais breves) de leurs affirmations.
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SUJET

EXERCICE 1

Soit n un entier naturel et soit K = B, [X] l'ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal 4 n.
Pour tout polynéme P de £, on pose : @ P) = P" - 2X P,
1. (a) Montrer que i est un endomorphisme de E.
(b} Déterminer la matrice associée 4 ¢ dans la base canonique de E.

() Montrer que y est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

(=]

. Pour tout (P,Q) de E2, on note
<PQ=> [ P(t)Q(t)e™t dt.

(a) Montrer que pour tout (P,Q) € £2, = P,Q = est hien défini.
(b} Montrer que (P, Q) —< P, = définit un produit scalaire sur E.

3. Montrer que 4 est un endomorphisme symétrique pour le produit scalaire < -, - =.

4. On définit une famille (F, P, ..., F,) de polyndmes de E par :
k=1 5 ek
B=1 et Yke{l.2...n}, B=X"- Z%P
=0 L b
(a) Montrer que (F, P, ..., F,) est une base orthogonale de R, [X].
i(b) Montrer que la base (Fy, FPp,..., Fy) est constituée de vecteurs propres de .
EXERCICE 2
1. On note pour tout = < [ ][], %I
N PP . . Jsinr)
fix) E-.Esm-.r; t tan(z)) et a(x) 3t cos(z)’
(a} Factoriser le polynéme P(X) = 2X% — 3X2 + 1 dans R[X].
(b} On pose u(z) = f(z) — r pour tout = < [.
Picos(zx))

Justifier que u est dérivable sur I et que pour tout = £ I, u'(z) = = —.
3cos?(x)

(¢} En déduire les variations de u sur 7.
(d} On pose viz) = x— g{x) pour tout x < [.

Justifier qu'il existe un polynome @ de R[X], de degré deux, tel que pour tout = € I, v'{z)
Qeos(x))

(e) En dédnire les variations de v sur [.
(f) Montrer que :
Yrel, glz) <z < flz).
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(a) En utilisant le fait que -1 % calculer cos {] :] sin {

i(h) Déduire de la question 1(f) un encadrement de .

)““’““{1" )

b

1

=]

b

3. On pose pour tout entier naturel n,

[/ 51:1(3}(2“) et B {'“ﬁ(zxgn)'

(a) Justifier que pour tout réel @,

cos(20) = 1 — 2sin® (0),

et en déduire que pour tout entier naturel n,

i 1'r'l 5 {*) et By 1'r'l 5 [*%)

b} Montrer que pour tout n € [,

{c) Justifier que les deux termes de 'encadrement précédent tendent vers 7 quand n tend vers I'infini.

(d) Compléter la fonction Scilab suivante afin gqu'elle retourne, & 'aide des relations (=) et (=) et de
la question 3(h), une approximation = de 7 & ¢ prés, ainsi que le nombre k d'itérations qui ont été

niécessaires.
function [x,k]=h{e)

k=20

a = sqrt(3) [ 2

b=17 2

wvhile ____________
a = ____________
b= ____________
k = __ _ __ _______

end

X = ___ _________

endfunction

(e} On souhaite étudier I'évolution du nombre d'itérations nécessaires en fonction de la précision sou-
haitée. Ecrire une fonction Scilab qui prend comme paramétre d'entrée un entier p et qui retourne
un vecteur de taille p qui contient les nombres d'itérations nécessaires pour les précisions 10%, pour
ke{1,2,..., rh

(f) Om utilise la fonction précédente avec p = 30 et on représente graphiquement les valours ohtenues.
On obtient le graphe suivant :
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Commenter ce graphe.

PROBLEME

Toutes les variables aléatoires introduites dans ce probléme sont toutes définies sur un méme espace probabilisé
(A, P

Dans tout le probléme, on considére X une variable aléatoire 4 valours positives, et (X, ),z une suite de
variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi que X .

On note pour tout entier i = 2, ¥, = inf(X,, X, ..., X, ), autrement dit ;

Yw € 0, Yolw) = min{ X, (w), Xa(w), ..., Xolw)).

On dit que la loi de X est implosive 51 X n'admet pas d'espérance et 5%l existe un entier m 2= 2 tel que Y,
admet une espérance.
Sila loi de X est implosive, on appelle indice d'implosion de X le plus petit entier m 2= 2 tel que Y, admet
e eSpPETANCE.
On notera F la fonction de répartition de X et F,, la fonction de répartition de ¥, pour tout entier n = 2.
Dans le cas oit X (respectivement Y,,) admet une densité, on la notera f (resp. f).
Partie A - Résultats préliminaires

1. Montrer que pour tout entier n = 2, la fonction de répartition de ¥y est donnée par :

¥z € R, Fa(z) =1— (1 — F(z)).

2. Omn suppose dans cette question que X admet une densité f. Montrer que pour tout entier n = 2, ¥,
admet une densité f, et que :

vr e R, fa(z) =nfiz)(1- Fiz))™ .
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3. On souhaite prouver dans cette question que pour une variable aléatoire positive V' admettant une densité
w continue sur Rt et dont on note la fonction de répartition @, on a I'équivalence suivante :

V admet une espérance <= f1 - (1 —@(t))dt converge,
ot quion a dans ce cas ’
E(V) frx{] — d(t)) di.
(a) Montrer que : '
¥r 20, /: fip(t)dt /:(] —@(t))dt — x(1 — $(x)).

(b} On suppose que V' admet une espérance.
Montrer que = (1 — ${z)) tend vers 0 lorsque x tend vers +oc.

En déduire que f (1 — @(t)) dt converge.
[

oo
(¢} On suppose que [ (1 — &) dt converge. Montrer que V' admet une espérance.
Jo

(d) Conclure.
On admet que le résultat de la question 3 reste vrai si la fonction o est continue sur BT sauf en un nombre fini
de points.

Partie B - Quelques exemples
4. On suppose dans cette question que X admet pour densité la fonction [ définie par :

. 0 glr o,
fix) ]:’lf: siz =0

(a) Déterminer le réel .

(b} Domner la fonction de répartition F de X,

() Déterminer la fonction de répartition Fz de Y2 et justifier que Y2 admet une densité fz, que 'on
calculera.

id) Montrer que pour tout réel z strictement positif,

Arctan(r) + Arctan (l) z
T 2

(e} En déduire un équivalent de fa en +oo.
(f) En déduire que la loi de X est implosive et donner son indice d'implosion.
5. Om suppose dans cette question que X est une variable aléatoire discréte & valeurs dans M telle que :

vk €N, P(X = k) -

+oo
(a) Vérifier que > P(X = k) = 1.

=0
(b} La variable aléatoire X admet-elle une espérance ?
() Pour tout entier k& £ M, donner la valeur de F{k) = P(X £ k).
id) Déterminer la loi de ¥5. Admet-elle une espérance 7
(e) Déterminer la loi de Yy, Admet-elle une espérance 7

(f) La loi de X est-elle implosive ? Si oui, quel est son indice d’'implosion ?
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Partie C - Loi implosive d’indice fixé
On souhaite dans cotte partie répondre & la question suivante ; « Erisfe-{-il, pour tout entier nofurel m = 2,
une loi qui est implosive ef dindice d'implosion fgal d m § »
6. Soit @ = 1.
(a) Déterminer un réel a tel que la fonction [ définie par :
) 0 e,
f(=) iﬂ sir=l,
¥
soit une densité de probabilite.

(b} Dans la suite de cette partie, X est une variable aléatoire admettant f comme densité.
Diéterminer la fonction de répartition F de X,

(e} Discuter, en fonction de o, I'existence de Pespérance de X,
(d} Discuter, en fonction de n et de o, I'existence de 'espérance de Yn.
(e} Répondre i la question posde.

Partie D - Lois non implosives

On souhaite dans cette partie répondre & la question sulvante : « Eriste-t-il des variables aléafoires posifives
qui n'admettent pas d'espérance ef dont la loi n'est pas implosive ¥ »

7. (a) Déterminer un réel a tel que la fonction [ définie par :
0 g r a2,
fiz) 1

slx 22,
zIn®(z) -

aoit une densité de probabilité.

b} Dans la suite de cette partie, X est une variable aléatoire admettant f comme densité.
Déterminer la fonction de répartition F de X,

{e) La variable aléatoire X admet-elle une espérance ?
id} Discuter 'existence de 'espérance de ¥,.

(e} Répondre i la question posée.

Partie E - Variables implosant sur une autre

Soit ¥ une variable aléatoire positive admettant une espérance. On dit que la variable aléatoire X implose
sur ¥ a1 X est implosive et 81, en notant m son indice d'implosion, Y, est de méme lol que Y.

& Splent X ot Y denx variables aléatoires réelles et snit n un entier supérieur ou égal 4 2 tel que ¥, a la
méme loi que Y. A I'aide de la formule de la question A.1, exprimer la fonction de répartition de X en
fonetion de celle de ¥,

9. Soit ¥ une variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramétre p €]0,1]. A laide de Ia question
précédente, montrer qu’il n'existe aucune variable aléatoire X implosive qui implose sur Y.

10. Soit m un entier tel que m = 2. Montrer qu’il existe une variable aléatoire Y admettant une espérance et
une variable aléatoire X implosive d'indice d'implosion m qui implose sur Y.
{on pourra s'inspirer des résultats de la partie C).

ANNALES DU CONCOURS ECRICOME PREPA 2015 : EPREUVE MATHEMATIQUES SCIENTIFIQUE - PAGE 7

Les sujets et corrigés publiés ici sont la propriété exclusive d’ECRICOME. Ils ne peuvent étre reproduits a des
fins commerciales sans un accord préalable d’ECRICOME.



OONGOUEN
FCRICOME
PREPA

APRES
CLASSE PREPARATOIRE

11. Soit ¥ une variable aléatoire positive admettant une densité g. On note & sa fonction de répartition.
Soit m un entier tel que m = 2. Montrer que s'il existe une variable aléatoire X implosive, d'indice
d'implosion m, qui implose sur Y, alors pour tout entler & tel que 2 = &k < m, 1l existe une variable
aléatoire implosive, d'indice d'implosion &, qui implose sur Y.

(Hemargue © La question 11 a éi¢ cormigée dans ee rapport, ear était fnonede de maniére erronde dans le sujet original de
la seasion 2015)
Partie F - Variables explosives
On pose pour tout entier n = 2, £, = sup(X;, Xq,..., X, ), antrement dit :
W € 0, Znlw) = max( Xy {w), Xa(w),. .., Xn ().

On dit que la loi de X est explosive =il existe un entier m = 2 tel que &, n'admet pas despérance. 51 la
loi de X est explosive, on appelle indice d’explosion de X le plus petit entier m = 2 tel que & n'admet pas
d'espérance.

12. Pour un entier m donné, existe-t-il des variables aléatoires de lod explosive dont l'indice d'explosion est e ?

13. Existe-t-il des variables aléatoires positives qui ne sont pas explosives 7
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