Iﬂf‘“ml_;jp LSLudlly &Ll cdalgally wypll il syal
U89 Isrrrur Narronarons Postes bt Tegcomontcations

CONCOURS D’ACCES EN DEUXIEME ANNEE
DU CYCLE D’INGENIEURS D’ETAT
11-07-2002

Epreuve de MATHEMATIQUES
(Durée : 3Heures)

Avertissement :

- Les 4 exercices doivent étre traités sur des feuilles séparées.

- Il sera tenu compte dans Uappréciation des copies de la concision et de la
précision de la rédaction. On pourra admettre les résultats d'une question

pour traiter les suivantes.
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Exercice 1

S0it (X, )1 une suite de variables aléatoires réelles de carré intégrable et de méme espérance
mit telle que : Wi = 1, ¥p = 1, Var(X, + + X,4,-1) < Kp” oit K est une constante strictement
positive et ol 0 < v < 1. On se propose de démontrer que

==3"X; — m presque siirement et en moyenne quadratique.
n n n—+aa

i=1

1) a) Montrer que l'on peut supposer m = ().

“l

b) On suppose dorénavant que m = U. Etablir directement que ;—: —+ () en moyenne
quadratique, lorsque n — +oo.
¢) On se donne un entier k > 1/(2 — 7). Montrer que

Ve > 0, EP(' e __t—)<+m_

29"
pl *

. S,
En déduire que ey 0, presque surement, lorsque p — +oc.

r

LA e
2) On pose pour p 2 1, ¥, =  max (—“ - L) !
pl<ngip+1)* \ R ]

" K g
a) Montrer que E(};) < T [{F +1)F - Pk] :
b) En déduire que Y, — 0, p. 5., lorsque p — +oc.
3) On pose p(n) l'entier qui vérifie p(n)* < n < (p(n) + 1) .
a) Montrer que
Su _ Spin

——L —+ () presque sirement, lorsque n —+ +co.
n n

o S )
b) En déduire que — converge presque sirement vers 0, lorsque n — +o0.
n

Exercice 2

Solent. (F, <
séparables. Soit (e, ),=1 (resp. (fu)u=1) une famille orthonormale de £ (resp. F). Pour tout
uw € E, tout v € F, on définit v®@u : E — F par: (v @ u)(z) =< z,u >5 v pour tout

e >p), (Fo< .. >p) des espaces de Hilbert réels, de dimension infinie,

r € E. Un note L(E, F') 'espace vectoriel des applications linéaires continues sur E et, pour

Ae ELET), Al = sup{IL"]L{']E)HF ; € B, 1 # 0} la norme naturelle de L(E, F).

elle
1) a) Démontrer que v ® u € L(E, F') et caleuler sa norme.

b} Décrivez Im(v @ u) et Ker(v @ u). Déterminer (v @ u)*, Padjoint de v & u.

€)Siu € B, up € E, vy € F, vy € F, vérifier que (v1@u)o(ua@us) = (1 @ua)o(n; @va).




2) Soit Hﬂ]“;_q une suite de réels bornée. On pose pour tout x € F :

+

A{IS'] = }lnffn & f-u]rlm}'

mn

]
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=

Démontrer qu'on définit ainsi A € C(E, F). Caleuler ||A||. Déterminer A4*,
3) On suppose que A, # 0 pour tout n.

a) Démontrer que A est injective si et seulement si (e,) est une base hilbertienne de E.

b) Démontrer que Im(A) est partout dense dans F si et seulement si (f,) est une hase
hilbertienne de F.

4) On suppose qu'il existe a et 3 réels tels que 0 < a < |A,| < 3 pour tout n. A quelle(s)
condition(s) A7 existe-t-il, avec A~! € £(F, E) ? Déterminer A~

Exercice 3

. : 1
ottt f la fenction périodique de période 1 qui vaut 1 sur [EJ_. JE[ et -1 sur [—E,U[. Soit

T

! , :
Salaf= N ( /ﬂ f {r‘.]e‘*“"‘*dﬁ) ™™ la somme partielle de la série de Fourier an rang n,

=T

associée a la fonetion f, au point x.
1) Vérifier que
T+

S, (1) = f Da(t)dt — f D, (t)dt

—F+

%
oi [, est le noyau de Dirichlet (D.. {t) = M)

sin 7t
2) Montrer qu'il existe K; € IRY tel que Vr € [— %

T K
[sute) ~ | Daltyat] < 2!
=I
3) Montrer qu'il existe K, € IR}, tel que ¥z € [—ﬁ l—] :

Ky

i

[I Dy (t)dt - ]‘I sin(2n + 1)t )
—%

- it o

, * sin(2n + 1)t .
4) Montrer que, pour n > 2, la fonction mlr)= f u—dt atteint son maximum

=5

absolu sur

1
a0, E{ au point z =

W et que la valeur de ce maximum ne dépend pas de n.

Montrer que la suite S, ( m] est convergente et que sa limite est strictement supérieur a 1.

En déduire que la convergence de S,(x) vers f(z) n’est uniforme sur aucun voisinage de 0,




Exercice 4

Soit f & CHIRY.R) tel que f(r) — 400 quand |z|| — +oo (||| désigne la norme
euclidienne sur RY).

1) Montrer qu'il existe B > 0 tel que f(z) > f(xy) pour tout & ¢ Bg, avec Bp =
{re RY: |l < R}.

2) Montrer qu'il existe M; > 0 tel que | < H{z)y,y > | < My|y|l> pour tout 4 € RY et
tout 2 € Bray (< .,. > désigne le produit scalaire euclidien, H(x) est la matrice hessienne de
f au point x et B est donné A la question 1)

3) On suppose 1, conmt (n € IN). On pose w,, = =V f(z,) ol Vf(z,) designe le gradient
de f en z,,. Si wy = 0, on pose T,.; = T, Siw, # 0, montrer qu'il existe 7 > 0 tel que
fln+ fwn) < flan + puy) pour tout p > 0. On chotsit alors un g, > 0 tel que f(z, + pnwn) <
flxn + puy) pour tout p > 0 et on pose Iy = Ty + Paldy-

On considere, dans les questions suivantes, la suite (z, )nen 81081 construite.

4) Montrer que (avec R et M, donnés aux questions précedentes) :
(a) La suite ( f(z,))en €5t une suite convergente,
(b) z, £ By pour tout n € N,
2, 1, 2 1
() F(@n+ pn) < f(2n) = pllall® + 50" Millwnl* pour tout p € [0, iy

s

(d) f(zasi) < fla ﬁ—jﬁ-ﬂ |wall < My,
2
(€) =f(zasr) + Flan) 2 “;{Jrl avec M = sup(My, M), M = sup{||Vf(z)] : = € Br}.

5) Montrer que V f(ir,) — 0 (quand n — +oc) et qu'il existe une sous suite (ng e telle
que x, —* x quand k — +oco et Vf(z) = 0.

6) On suppose qu'il existe un unique € IRY tel que V/(z) = 0. Montrer que f(F) < f(x)
pour tout ¢ € RY et que x,, — & quand n — 400,



