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Epreuve de Mathématiques
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Avertissement:

- L'appréciation des copies tient compte de la rigueur, de la clarté
des raisonnements et de la présentation.

- L'utilisation de calculatrices est strictement interdite.
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EXERCICE 1:
1 1 1

1

1 1 -1 =1

1 -1 1 =1

1 -1 -1 1

1) Montrer que A est diagonalisable et déterminer une base B = (e, €2, €3, &) permettant la
diagonalisation de A de sorte que les coordonnées des e; soient parmi 0, 1 et -1 .

Soit la matrice A = de My(IR) .

2) a) A estelle inversible ?
b) Calculer A%,
¢) Etudier la diagonalisation de A & partir de celle de A et retrouver le résultat précédent
d) En déduire l'expression générale de A" pour n entier .

3) a) On désigne par E; , E; les sous-espaces propres de A .
Déterminer les matrices P et P; des projecteurs de IR' (respectivement) sur E,
parallélement a E; et sur E parallélement a E, relativement 4 la base canonique de IR,

2
b) Calculer, pour i dans {1,2}, BP, et > P,.
|

¢) Ecrire les matrices de ces projecteurs dans la base B.

d) En déduire que A = ZL,-Pi ot &; estlavaleur propre correspondant au sous-espace propre .

¢) Retrouver ainsi l'expression de A".

EXERCICE 2 :

L'espace vectoriel euclidien orienté E de dimension 3 est rapporté & une base orthonormée
directe (1, ], k ). Un vecteur w de composantes (a , b, ¢ ) étant donné, on considére
I'application qui, & tout vecteur v de E |, associe le vecteur T(v ) = vaw.

I) a) Montrer que T est un endomorphisme de E.
b) Ecrire la matrice M de T par rapport 4 la base (i, j , k).
¢) Montrer que l'opérateur adjoint T* de T vérifie T*=-T.
d) Calculer T’ et exprimer T° en fonction de T.
e) Déterminer le noyau de T et I'image de T..
2

II) Application: on prend a = _?] b=c= x

a) Mosirer que ks vecieurs U = %(zi ~j+2k),V= %[Zi +2j ~ k ) forment une base osthonormé de [T,
2

b) Montrer que (U, V, w) est une base orthonormée directe de E

¢) Calculer la matrice de T par rapport 4 la base (U ,V , w)

d) Montrer que 0 est |'unique valeur propre réellede T .

III) Soit d un réel non nul
a) Montrer que T + dI est inversible
b) On considére lendomorphisme Ryde E tel que Ry=(T +dIJ'(-T +dl) it est 'endomorphisme urité de E.
Montrer que la matrice Ny de Ry per rapport 4 labase (1, J, k) est otthogonale .
¢) Prouver que, pour w fixé, toutes les matrices Ny admettent un vecteur propre en
commun.




EXERCICE 3
Soient f et g les fonctions d'une variable réelle x définies par

| I-x
f{x)=-[:t'xq"1+tdt s gix):LJf‘ﬁdt

1) a) Déterminer le domaine de définition D de la fonction f.
b) Donner le sens de variation de f.
¢) Quelles sont les limites de f aux bornes de D 7
d) Déterminer un équivalent de f{x) quand x tend vers | dans D

(On pourra introduire la différence i+t-1 ).
e) On suppose x <0. En utilisant une intégration par parties, établir une relation entre f{x)
et fx + 1).
f) Calculer f{0), f{(-1) .f(-1/2) et f{1/2).
1) Déterminer le domaine de deéfinition de la fonction g .
3 Onfixex e]-1,1[.

a) Soit n un entier nature] .On posel, = _[:{—!n t)"dt . Montrerque I,=n!.

b) Seit « €]0,1]. Montrer que

I-x =l (s k k
ft—dt = Z( f Eino dt] % (Justifier en particulier I'existence de cette somme),

J1+t k= vi#+t
¢) On pose pour « <]0,1] : gn[u}=(£{:g.2{tdtlx—

n!

Montrer que la série Zg“ converge uniformément sur ]0, 1] .

d) Endéduire une expression de g{x) comme somme dune série entiére de la forme > a x* .
4) a) Pour X € D, exprimer f{x) en fonction de g(x).
b) Trouver un équivalent de f(x) quand x tend vers —oo.
€) Montrer que fadmet un développementt en séne entiére dort on préciser le rayonde  convergence.

EXERCICE 4
Soit f une fonction réelle d'une variable réelle, de classe C', et vérifiant

lim x*f(x) =11Exzf[x) = lim x*f'(x) = lim x*f'(x)=0

]

1) Prouver que la fonction fj : x— ™ vérifie les hypothéses ci-dessus .
2) Onpose pour tout réel y : @(v) = Ef (x)e™dx .

a) Donner le domaine de définition de @ ( c’est a dire 'ensemble des valeurs de y pour
lesquelles I'intégrale considérées converge ).
b) Que peut-on dire de ¢ lorsque fest paire 7 impaire ?

3) Onpose g(x) =Y f(x—2kn)+> f(x+2kn).
k=0 kel
a) Montrer que g est 2n- périodique et de classe C' sur EEI',ZTI:].

b) Exprimeral'aide de ¢ les coefficients de Fourierde g .



