Mathématiques II
Epreuve 2012

Question 1 : soient p et q deux entiers naturels, et soit a et b deux nombres réels tels que a<h.
On pose I, = [, (t — @)P (b — £) dt

Aprés avoir établi une récurrence entre et, réduire Iexpression de Ipg et Inpqq9-1 , déduire
I'expression de Io.q-

plg! — + gl ] pig+l lg! _ +g+1
A p+g—1) fB R R (p+al (i) <) (P+q+1) o

(p+aq)! N p+g—1 :
D} ! (b —a) E} Autre réponse

Question 2 : Soient X et Y deux variables aléatoires vérifiant :

1 a
in-{-j

Y{LDEIN?, PI(X=Dn( =/)] =

Pour gque la formule précédente définisse une loi de probabilité conjointe du couple (X, ¥Y), la
constante a est :

iy C) = D];] E} Autre réponse

1
A) oY B}
Question 3 : Soit E 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels.
On rappelle que si Uy, Uy, U3, U,y sont les matrices définies par :

U, = ((I] g)  Up = (g é , Oy = (g [1] , la famille (U,, Uz, U3, U,) est une base de E, qui est

donc de dimension 4.

Soient A et B deux matrices de E et @4 5 I'application qui, 3 toute matrice M de E, associe la matrice
AM- MB .

P 4,p est un endomorphisme de E .

b B g | -1 _{—1 © . : 5 ; ;
Dans le cas particulier ou A—(_l 1 ) et = ( 5 1} . la matrice carrée d’ordre 4 qui représente

Qa5 dans la base (U,, Us, U3, U,) est alors égale 4 :



1 -2 2 0 2 2 1 o0 2 -2 -1 0
0O 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 -1
A1 0 -1 1) Bl 24 2 0] 9 o 2
T S 1 0 o0 2 0 -1 0 0
“q 1 0 =1
D) g g {1] ‘_[} E) Autre réponse
0 -1 2 2

, alors un

Question 4 : Pour n entier naturel non nul, on pose S, =1 -I—% +§+ ---+%= e

équivalent de 5, quand n tend vers l'infini est :

m

Alnl B} log(n!) C)nlog2 D} logn E) Autre réponse

e —~—

Note : log x désigne le logarithme népérien de x (x € IR*,) .

Question 5 : 50it 0 un entier supérieur ou égal a 2. Une réunion est prévue entre n invités que Fon
note : lr-[;jg, cars Iage

Chaque invité arrivera entre l'instant O et I'instant 1.

Pour tout entier k tel gue 1< k < n, on modélise l'instant d’arrivée de I'invité i, par une variable
aléatoire de loi uniforme sur l'intervalle [0; 1]. On suppose de plus que, pour tout réel t, les n
événements (T < £}, (T, < t), ..., (T, = t), sont indépendants.

Soit un réel t appartenant a [0 1]. Pour tout entier k tel que 1< k < n, on note B, la variable
aléatoire de Bernoulli prenant la valeur 1 si I'événement (T, < t)} est réalisé et la valeur O sinon.

Soit 5; la variable définie par: 5; = B, 4+ B, + -4 B,, et A la variable aléatoire égale a 'instant
d'arrivée du premier invité.

Aprés avoir compare les évenements : (A>t) et (5t=0), déterminer la densité f de la variable aléatoire
A

t™  site[0,1] _ (11— sitel0.1]
A} FE) { 0 sinon B { D sinon
_f1—t™ site[0,1] _ (nt™ site[0,1]
a f(t} o { 0 sinon BLFGY ~ { 0 sinon

E)} Autre réeponse



Question 6 : Soir f 'application linéaire de R*dans R* définie par :

flx, v, z) = {x + 2y + 5z, 2x-y , -X +2y -2}

Soit u={0, 1, 1, a) un vecteur de R*, ol @ est un nombre réel. Pour quelle valeur de a le vecteur u
appartient au sous espace vectoriel Im(f).

A) B) =

Ul

) — = D} —4: E) Autre réponse

Question 7 : Les sommets d’un carré sont numérotés 1, 2, 3 et 4 de telle fagcon que les cotés du carré
relient le sommet 1 au sommet 2, le sommet 2 au sommet 3, le sommet 2 au sommet 4, le sommet 4
au sommet 1, les diagonales reliant le sommet 1 au sommet 3 ainsi que le sommet 2 au sommet 4.

mLe pion est sur le sommet 1 au départ.

mLorsque le pion est & l'instant donné sur un sommet du carré, il se déplace l'instant

suivant vers un sommet voisin {relié par un coté) avec la probabilité 3 Ou vers un sommet

opposé {relié par une diagonale) avec la probabilité de %

On noté Xn la variable aléatoire égale au numeéro de sommet sur lequel se trouve le pion a l'instant n
.OnadoncX0=1.

Soit A la matrice carrée d’ordre 4 dont le terme situé a Iintersection de la i®™ ligne et de la j*™¢
colonne est égal a la probabilité conditionnelle p Xn+1 =i/ Xn=j). '

01 0 1 0 0 1 0
On considere les matrices | = (]i 2 é {1) et K = 2 g g (1]
106 1 0 0 1 0 0

A s'écrit comme combinaison linéaire de J et K sous la forme :

1 2 1 1 2 1 1 1
MA=2]+2K BIASJ+3K CA=]+3K DIA=[+5K



E) Autre réponse

; : 1 1
Question 8 : Pour n entier naturel non nul, on pose Sn=m+ =t = =Fin =417 alors

un équivalent de Sn quand n tend vers I'infini est :

AlWn  B)W2n  Q20WZ-1vn  D)2(VZ + 1)vn E) Autre réponse

Question 9 : Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur Fintervalle [0; 1]

L'espérance de la variable aléatoire Y définie par ‘r’=2—f; est :

A) % B) In—z C)2ln2—1 D):'lln 2 :—- 1 E} Autre réponse

Question 10 : Une urne contient 10 boules rouges et 2 boules jaunes. On extrait les boules de Furne
au hasard, une a une et sans remise, jusqu’a 'apparition d’une boule rouge.

On deésigne par X la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires.

La variance de la variable X est alors égale 3 :
Question 11 : Pour n € M, on définit la fonction fn par:
fat R} >R

x"lnx
z _
¥ — fn(x)= X 1 1

— six=1
> X

six=1

N.B : In désigne le logarithme népérien.

Pour n € N, la fonction f;, est dérivable en 1 ; de plus, la dérivée de £, en 1 égale a :

n;j‘ D) 1;—1 E) Autre réponse

A)—Z+7n B) —>+3n C)



Question 12 : Soit f la fonction réelle définie et continue sur [R. On suppose que [ est positive et
gu’elle vérifie la propriété f_+;° f(x)dx = 1; On désigne par F la fonction définie sur R par

(vxeR) F(x)= fx f(dt.

Soit N un entier naturel supérieur ou égal a 2, et soit X;, Xa,.., Xy N variables aléatoires réelles
indépendantes ayant toutes la méme fonction de répartition F. On définit la variable aléatoire reelle
Yy par Yy = Max{(X;, X5,..., Xy) alors YN admet une densité de probabilité g définie par :

A) (vx € R)g(x) = NF(x)[F(x)]*"?
B) (vx € R)g(x) = Nf(x)F@E)IN !
Q) (vx € R)g(x) = NFE)[f ()N
D) (vxe R)g(x) = [f)]¥

E) Autre réponse

Question 13: Soit U une variable aléatoire suivant une loi normale d’espérance nulle et de
. 1
variance - .

En utilisant la définition de la variance de U, calculer J';mxze"x?dx

3T

% L D) e E} Autre réponse

A)

|9

Question 14 : On considére la suite {Sn) définie par :

n n+k

vneEIN*: Sn = k=1331%

La suite {S,,) converge vers :

A}% B) %m 5 C}% D) %in 2 E) Autre réponse

Question 15: a désigne un parametre réel,

-1 2—a —«a
On considére la matrice A, = | —a 1 —a
zZ a—2 +1

Et on note @, 'endomorphisme de R3représenté par A, dans la base canonique de R3.

Quel que soit a, I'endomorphisme ¢, admet les valeurs propres :



Aj(a—1)et(a+1) B)let(a—1) C)-let(a—1) D)let(a+1)

E) Autre réponse

Question 16 : Soit f la fonction de la variable réelle x définie par :

f =3 1r3ax?Tr2-VB+1)%
Alors limy, 40 f (x) =

A) +oo E)% Ce D) E)} Autre réponse

o N

Note : e désigne la base du logarithme népérien.

—— = -"""-"k— —

Question 17 : On considére les matrices carrées d’ordre trois suivantes :

1 1 1 2 1 1 c 0 o0
A=( 0 0 —1) B=(—3 —2 ——1) D=(D s & D)
—2Z =2 =1 1 1 i} 0o o0 1

Apres avoir déterminé une matrice carrée P d’ordre trois, inversible, de deuxidme ligne (-1, 1, 1) telle
que A = PDP~1, calculer la matrice c = P~1RpP

-1 0 —1 P @ % i 0 2
A) C=(-:) 2 o-) B}C=(1 1 0) gl —1 1 1)
0 1 1 -1 2 -1 D 2 =4

1 0 0
DIC=|0 0 O E) Autre réponse
0o 0 -1

Question 18 : On considére le systéme linéaire suivant :

x+Ay=a

Ax+y=p
x+Ay+z+At =y
x—A4+Az+t=48

(5):



ol (4i,a,B,vy.8) ER®

La condition nécessaire pour gue le systéme admette une infinité de solution est :

miefoz2y  Baefo-3 oie{-113  oae{-3.3}

E) Autre réponse

Question 19 : Au cours d’un scrutin, des enquéteurs organisent un sondage a la sortie des bureaux
de vote. On considére que le scrutin débute 3 I'instant 0 et s'achéve a l'instant 1. La liste électorale
comprend n noms, numérotés de 1 a n. |l ne peut pas y avoir d’abstentions. On modélise l'instant
d’arrivée de I'électeur i , 1 < i < n, par une variable aléatoire X; de loi uniforme sur le segment
|011-| — E ~ m—

Les variables X; sont supposées mutuellement indépendantes. On note :

(¥, Y5, ... , ¥) les n variables aléatoires ayant pour valeurs les valeurs variables
(X1,X3, ... ,X,) ordonnées dans 'ordre croissant . Par exemple, pour n=4, si on obtient
X,=03; % =01;X=07; X4=02 , onaura:

V]_=U,1; Y2=U,2, Y3=0,3 = Y4=U.7.

Soit Y, = max{X,, X5, ... , Xy} 'instant d’arrivée du dernier volant. La variance de Y,, est alors égale
a:

2n e in

n
A) fZn+1)n+3) B) (n+1){n+4) <) (n+1)2(n+2) D) (n+3)% (n+1)

E) Autre réponse

Inx
. . . . I - (1+x) * —x
Question 20 : Soit f la fonction de la variable réelle x définie parf (x) = W;

Alors lim,_,q; f (x)

A) —oo B)—1 C} —% D} +% E) Autre réponse





