TD : LA DERIVATION : Exercices d’applications et de réflexion avec solutions

PROF: ATMANI NAJIB

1BAC SM BIOF

TD:LA DERIVATION

Exercicel : On considére la fonction f dénie sur
R par f(x)=x"+x-3. Justifier que f est

dérivable en -2 et préciser f'(-2)

Solution :

—f(= 2y 2,y
Iimwzlimx +X 3+1:Ii X2+ X—2
X——2 X — (_2) X——2 X+ 2 X——2 X+ 2
im DY s g f'(-2)

X—>—2 X+2 X—>—2

Donc f est dérivable enen -2 et f'(-2)=-3

Exercice2 :Calculer le nombre dérivé de
f(x)= x*+Xen a = 1 en utilisant la deuxiéme

formulation de la dérivation
solution :fim 2N =(8) 0, f(1+hz_ f@

h—0 h h—0

_Iim(l+h)3+1+h—2 _lim h®+3h* +3h+1+1+h-2

h—0 h h—0 h

h®+3h? +4h

=lim
h—0

Exercice3 : Soit f la fonction définie sur R par :
f(x)=3x"+xx<0
f(x)=-2x"+3x,x20

=limh®+3h+4=4=f'(1)
h—0

Montrer que IimM:B et que lim —f(x)—g(o)zl

X-0° x-0 x>0 X—
Que peut-on conclure ?
Solution :
f(x)-f(0 -2x°
im )= HO) oy 23K i oxiama- 1(0)
x—0° x-0 x>0 X x>0

3 s’appelle le nombre dérivé de la fonction f a
droite de O
On dit que f est dérivable a droite en O

[(4)-1(0)_, 3¢+

lim =lim3x+1=1=f,(0)

X0 x=0 -0 X X—0"

1 s’appelle le nombre dérivé de la fonction f a
gauche de O

On dit que f est dérivable a gauche en 0
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Mais on a: f;(0)# f;(0)
Donc : f n’est pas dérivable en 0.
Exercice4 : soit f une fonction définie par :

f(x):\/;...x21

f(x):%x2+%...x<l

étudier la derivabilite de f en x,=1
Solution :ona f(1)=+1=1

fim OO @) 1 Iim—\/;Z_l
x—o1* X—-1 x—0" X —1 x—0" (&) _12
1 1
=1 ===1/(1
oo x+1 2 /()

im =10 2 +4_1=|im1(x+1)=%= (1)

x>l x—1 X1 x—1 X1
Donc f est dérivable a gauche en 1
etona: f(1)=1,(1)

‘o , 1
Donc f est dérivable en 1 et f (1):E

Exerciceb : soit f une fonction définie par :
F(x)=x"=|]
étudier la dérivabilitée de f en x,=0
Solution :
f(x)-f(0 2_
im0 =IO XX gy f(0)
x—0" X— -0t X x—0"
donc f est dérivable a droite en 0
f(x)-f(0 2
(0-1(0) _ X
x-0

Donc f est dérivable a gauche en 0
Mais on a: f{(0)# f;(0)
Donc : f n’est pas dérivable en 0.
Exercice6 : Soit f la fonction définie sur R par :

f(x)=3x"+xx<0
f(x)=-2x*+3x,x>0

lim

Xx—0"

= limx+1=1=f;(0)

x-00 X x—0"

=




1- Montrer que f est dérivable en a=-2.
2- f est—elle dérivable en 0.
Exercice7 :Soit f la fonction définie sur R par :

=‘x2—2x—3‘+2x

1- Ecrire une expression de f sur R sans valeur
absolu.
2- Etudier la dérivabilité de f a droite et a gauche
de —-1.
3- f est-elle dérivable en —-1.
Exercice8 Déterminer une fonction affine

2X
x> +1°
Exercice9 :donner une approximation de sin3
Solution :Si on veut une approximation de sin3,
on peut prendre :f(x) = sinx eta =m (car m est
I'élément le plus proche de 3 dont le sinus est
connu) h = 3 — m (pour avoir :3 = + h)
On a alors f(a) = sint =0 et f'(a) = cosmt = -1

( a prouver) ce qui donne :
sin3=sin(ft+h)~-1x@B-n)=m-3.
ExercicelO : soit f une fonction définie sur

f(x)= 2

tangente en -3 de la fonction f(x)=

...8ix=0

tan —
2

|-7; ] par :
f(0)=0

1)étudier la dérivabilité de f en 0

2)Donner une valeur approchée

du nombre : f(10’5)

. f
lim
x—0 X—=0 x>0 ¥ x—0 X

Solution :

X

=2lim—2_=2x1=2
x—0 X
tan —
2

Donc f est dérivable en 0 et f'(0)=2

2)on a f(a + h)~f'(a)h + f(a)
Donc f(0+10°)~ f(0)+10°'(0) a=0 et h=10"

£(0)=0 et f'(0)=2
Donc f(10‘5)~210‘5

Prof/ATMANI NAJIB

Année Scolaire 2018-2019 Semestre2

Exercicell :Déterminer 'équation de la tangente
a la courbe de la fonction f (X) =sin X
en A(0, £(0))

jim )= O,
x—0 Xx—0
Donc f est dérivable en en O

(T): y = f(0)(x - 0) + £(0)

L’équation de la tangente a la courbe

en A0, f(0)) est: (T):y=x

Exercicel2 :soit f une fonction définie par :

=(1+x)V1-x*...0<x<1
f(x)=vx*—x...x>1

1)déterminer le domaine de définition de f
2)étudier la dérivabilité de f a droiteen x,=0 et

donner une interprétation géométrique du résultat
3)étudier la dérivabilité de f a droite et & gauche

en X, =1 et donner une interprétation
géométrique
Solution :1) xeD, <1-x*>0et 0<x<1

Solution :

ou X*-x>0et x>1

xeD; & -1<x<lou x>1
xeD; < xe[0;+0[ donc: D; =[0;+o
2) étude de la dérivabilité de f a droite de x,=0

Ona: f(0)=1

f(x)-f(0 1+x\/1 1 xl-xt 41X -1

x-0

o -

=

Donc : “mf(x) (> =f;(0)

x—>0" x-0
Donc f est dérivable a droite en 0
Interprétation géomeétrique du résultat :
La courbe de f admet un demi tangent en

A(0, 1).de coefficient directeur 1= f;(0)
3)a)étudie de la dérivabilité de f a gauche en
X,=1 Ona: f(1)=0 soit 0<x<1
(-1 @i (Gx)(-X) (L)
x-1  x-1 (x—l)«/l_x N

Et puisque : |Im\/l 2=0" et lim- (1+x)2

X—1"

2

N




2
Alors : |imﬂ:—oo donc : |imM:—oo
x—1 ,1_ X2 X1 x-1

Donc f n'est pas dérivable a gauche en x,=1
b)soit x>1

fx)-fO_

_ X —x-0 _ X(x+1)(x=1) % +x
x-1

-1 (x--x X-x

Et puisque : IirI] Vx®-x=0" et

limx?+x=2

x—1"
2 -—
Alors : lim X X =400 donc : lim f(X) f(l)
x—1" [X3_X X—l

x-1F
Donc f n’est pas dérivable a droite en x, =1

Interprétation géomeétrique du résultat :

La courbe de f admet un demi tangent en

A(1,0) paralléle a 'axe des ordonnées dirigé vers
le le haut

Exercicel3: soit f une fonction définie par :

f(x) =|x2 —1|
1)étudier la dérivabilité de f a droite en x,=1 et

donner une interprétation géométrique du résultat
2)étudier la dérivabilité de f a gauche en

X, =1 et donner une interprétation géométrique

du résultat
3)étudier la dérivabilité de f en x, =1 et donner

une interprétation géométrique du résultat
4)donner I'équation de la demie tangente a droite
alacourbede f enen x,=1

4)donner I'équation de la demie tangente a
gauche ala courbe de f enen x,=1

Solution :1) f(x)=|X2_]4

étude du signe de : x* -1

x*-1=0< (x-1)(x+1)=0< x=-loux =1
f(x)=x* =L x € |-o0;—1] U[L; +oo]

Donc :
f(X)=—(X2—1);Xe[—1;1]
f(1)=t*-1=0
& —o0 —1 1 —+oC
a2—1| + 0 — 0 +

1)étude de la dérivabilité de f adroite en x,=1
- 2_1_ -

jim =1y X120, (D))

X1t x-1 x-1 x-1

Donc f est dérivable & droite enx, =1et f,(1)=2

=limx+1=2

x-1" x-1" x-1"

Interprétation géometrique du résultat :
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La courbe de f admet un demi tangent & droite en
A(1, 0).de coefficient directeur f;(1)=2

2)

(-0 (D)

=lim =lim
X-1 Xx-1 X1

fx)-1
x-1
Donc f est dérivable a gauche enx, =let f/(1)=-2

lim = lim—(x+1)=-2

x-1

x-1

Interprétation géométrique du résultat :
La courbe de f admet un demi tangent a gauche

en A(1, 0).de coefficient directeur f;(1)=-2

3)f n’est pas dérivable en x, =1 car: f;(1)# f (1)
Interprétation géomeétrique du résultat :

La courbe admet un point anguleux en A(1, 0).

4) 'équation de la demie tangente a droite a la
courbe de f enen x,=1 est:

y="T(%)+fi(%)(xX=%)
5) I'équation de la demie tangente a gauche a la
courbe de f enen x,=1 est:

y="f(x)+f;(%)(x=X)

y="t(1)+f [)(x-1) & y=0-2(x-1) (A, ):y=-2x+2

Exercicel3: Soit f la fonction définie par :

f(x) = 2x2 + x.

Montrer que f est dérivable sur R

Solution :

Soit x un réel quelconque, déterminons le nombre

dérivé de f en x (il est préférable d’utiliser la

deuxieme définition de la dérivation en un point)
f(x+h)-f(x) 2(x+h)2+x+h—2x2—x

lim =lim
h—0 h h—0 h

2P dxh 20+ x+h-2x—x . h(4x+2h+1)
-1 : -1

=lim4x+2h+1=4x+1= f'(x)
h—0

On peut remarquer donc que f est dérivable en
tout point x de R, la fonction qui associe a x son
nombre dérive f'(x)

S’appelle la fonction dérivée de la fonction f sur
R et se note par f".

Exercicel4 :1- Déterminer la fonction dérivée de
la fonction sin sur R.

2- Déterminer la fonction dérivée de la fonction

X % sur Rx+ et sur Rx—

lw




Exercicel5 : Déterminer les fonctions dérivées
des fonctions suivantes :1) f(x)=11

2) f(x)=7x+15 3) f(x)=x> 4) f(x)=sin(5x-1)
Solution :1) f'(x)=(11) =0 2) f'(x)=(7x+15) =7
3) f'(x)=(x3)' =3x** =3x?

4) f’(x):(sin(Sx—l))' = (5x-1) cos(5x~1)=5cos(5x~1)
Exercicel6 :Déterminer la fonction dérivée de la

fonction suivante : f(x):x2+7x+15_1+\/;
X

Solution :

f'(x):(x2+7x+15—£+\/§j, :(xz)' +(7x+15)' —[lj +(«/§)

X

f'(x):(x2+7x+15—1+\/§J :2x+7+i+ L

X X2 2Jx
Exercicel? : Déterminer la fonctions dérivée de
la fonction suivante :  f(x)=(5x* +1)(3x-1)

Solution :On utilise la formule : (uxv) =u'xv+uxv
£/(x) =((53 +1)(3x-1)) =(5¢ +1) x(3c-1)+ (5" +1)x(3x~1)
£/(X) =10xx(3x—1)+3(5x" +1) =30%" ~10x+15%" +3
f'(x)=45x*-10x+3

Exercicel8 :Déterminer la fonction dérivée de la
fonction : f(x):(3x+4)3

Solution :On utilise la formule : (u“)' =nu"*xu’

f'(x) :((3x+4)3)’ :3><(3X+4)371><(3X+4), =3x3x(3x+ 4)3’1 = 9(3x+4)Z

Exercicel9 :Déterminer la fonction dérivée de la

fonction : f (x)= 1

sin x
’

Solution :On utilise la formule : [1]':_112
u u

, 1Y (sinx)  cosx’
f(x):(sinxj :_(. )2:_ Y
(sinx) (sinx)
Exercice20 :Déterminer la fonction dérivée de la
3x-1

fonction : ¢ (x) :
X+

Solution :On utilise la formule : (Uj _uv-w

v v

f,(X):[ax—lj’:(3x-1)’(x+2)—(3x—1)(x+2)’:3(x+2)-1x(3x—1)_ 7
X+2 (X+2)2 (X+2)2 (X+2)2
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Exercice21 :Déterminer la fonction dérivée de la
fonction : f(x):\/x2+8x

Solution :On utilise la formule : (Jg)

u/
2
' X2+8X)’ 2x+8 X+4

) ( ) 2X2+8X X +8X X2 +8X

Exercice22: Soit f(x)=+/x"—x

Etudier le domaine de dérivation de f et

déterminer sa fonction dérivée.

Solution : D, =]—o0;0]U[1;+o0

Ona: f(x)=,/u(x) avec u(x)=x"-x
Etona: u(x)>0 VxeD, —{0;1}

Donc f est dérivables sur D, —{0;1}

vx e D; —{0;1} : f,(x):(m)' (XZ_X)' o 2x-1

2Wxe-x 20X -x
Exercice23 : Calculer les fonctions dérivées
des fonctions suivantes :

1) f(x):4x4—%x3—x+1 2) f(x)=
3) f(x)=4Jx-1
X

5) f(x)=(3¢+2)(7x+1) 6) f(x)=5xl+7 N (0=

3
X

4) f(x)=cos2x+3sin3x

Solutions :

1) f'(x)=[4x“—%x3—x+lj =4><4x“1—%><3x2—1+0=16x3—x2 -1

2) 1/(x) :(i) :(sx)l(j' :3{-%) :;—f

S e

4) f'(x):(c032x+3sin3x)'=—Zsin2x+3x3cos3x=—25in2x+90053x
5) f(x)=(3x"+2)(7x+1)

On utilise la formule : (uxv) =u'xv+uxv'

f'(x) :((3x2 +2)x(7x +1))' = (3¢ +2)’ x(7x+1)+ (3¢ +2)><(7X+1)/
/() = 6xx(7x+1)+7(3" +2) = 42x" +6x-+ 21X’ +14 =63’ +6x-+14

X
N ()= X +1

On utilise la formule : [EJ _uv-w

% v2

I~




f'(x):( 37)( ]' :(7x)'(x3+1)—72x(x3+1)’ _ 7(x3+1)—7>2<><3x2
X +1 (x*+1) (x*+1)
7x3+7-21x% 7-14%°

¢+ (F+1)
Exercice24 : Calculer les fonctions dérivées des
fonctions suivantes ;

1. f(x)=-2x"+x*+5x* + x+1

2. f(x)= (C-’»x2 +1)(2x+3)

f'(x)=

3x% + X 3x% + X
f - f =
3. (X) 5x% +1 (x) 5x% +1
2x% +1 sin 2x
s (0= Y2 g (= SN2
X +1 cos3x+1

Exercice25 : déterminer f’(x)dans les cas

suivants :1) f(x)=9x+2 2) f(x)=5x*-3x+2

3) f(x)=x+2 9 f(x) =222

5) f()=—— 6 f(x)= (2x1+1>5
7) f(x)=(5¢-3)"  8) f(x)=v2x’ -6x+4
%) f(x)=i:\g 10) f(x):x+XX_21

11) f(x)= ’Zxx_+31 12) f(x)=xcosx

13) f(x)=tan’x 14) f(x)=cosxxsinx

5
COS X +5in X (1+2x+x%)
15) f =—— "~ 16) f =
) (X) COS X —Sin X ) (X) 4
x—1 sin 2x
17) f =1 18) f =
) (X) +X+«/2+x2 ) (X) 1-cos2x

Exercice 26: Etudier le domaine de dérivation de
f et déterminer sa fonction dérivée dans les cas
suivants :

1) f(x)=x"+3x-1

3) f(x)=x*cosx

2) f(x)=4sinx
4) f(x):\/;+x3

6
®) 1E(X):4x2+3x—1

8) f(x)=vx'-4

5) f(x):%

7) f(x)= i’)‘(
9) f(x):(2x+3)5

Solution : 1) f(x)=x*+3x-1 D; =R

3
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f est une fonction polynéme donc dérivable sur R
vxeR f'(x)=(x2)’+(3x—1)'=2x+3

2) f(x)=4sinx D, =R

f(x)=4u(x) avec u(x)=sinx

Puisque U est dérivable sur R alors f est une
fonction dérivable sur R

vxeR f’(x):4(u(x))'=4cosx
3) f(x)=x*cosx D, =R
f(x)=u(x)xv(x) avec u(x)=x"et v(x)=cosx

Puisque U et V sont dérivables sur R alors f est
une fonction dérivable sur R

On utilise la formule : (uxv) =u'xv+uxv’
f’(x):((x“)x(cosx))' =(x4)'x(cosx)+(x4)><(cosx)'
f'(x)=4x*x(cosx)—x* xsinx = 4x> cos x — x* xsin x
4) f(x)=Vx+x* Dy =R =[0;+o]
f(x)=u(x)+v(x) avec u(x):\/;et v(x)=x°
Puisque U est dérivables sur R’ etV est
dérivables en particulier sur R’ alors f est une

fonction dérivable sur R’

VxeR 1 f/(x) :(u(x))’ +(v(x))' :%+3x2

5) f(x)= D, =R™ =]0; +oo[

-

1 avec u(x):\/;

Ona: f(x u(x)

N—"

Puisque U est dérivables sur R,

Donc f est dérivables sur R’

On utilise la formule : (lj -
u

vxeR" : f'(x)

1
2x\/§

6 1
8 F 0= e D, =R{£]

Puisque f est une fonction rationnelle alors |l

dérivable sur D, =R—{—1; %}

estona: f(x):% avec u(x)=4x?+3x-1
Ui x

lon




' B 8Xx+3
(4% +3x—1)2

6(%], :6[_3_;]:_6(4x2+3x—1)
4x -3

(4% +3x-1)
7) f(x)=2x_1 szR—{%}

Puisque f est une fonction rationnelle alors il

dérivable sur D, =R _{%}

f(x)=u(x)/v(x) avec u(x)=4x—3et
v(x)=2x-1

On utilise la formule : [Ej

’ ' ’
_u'v-uv

VZ

v

!

f,(X):(4x-3)’_(4x-3) (2x-1)-(4x-3)(2x-1) _ 4(2x-1)-2x(4x-3)

2%x-1 (2X—l)2 (zx_l)z
f,(x):4(2x—l)—2><(4x_3):8X_4_sx+6: )
(2x-1y (-1 (2x-1)
8) f(x)=\—4 D, =]e2lof2ue

Ona: f(x)=
Etona: u(x)>0 VxeD, —{-2;2}

u(x) avec u(x)=x*-4

Donc f est dérivables sur D, —{-2;2}

!

Vxe D, —{-2;2} : f/(x):(M) -
9) f(x)=(2x+3)

F () =(u(x))

On utilise la formule : (u") nu"txu’

X
X' -4

(x-4)
20X -4 )
D, =R

avec u(x)=2x+3

F(0)=((203f ) 2552043 5 2043 =5x2x(203)

f'(x)=10(2x+3)’

Exercice27 : soit f une fonction définie sur

cosx—1
= 2 N
sin x

f(x 8i..0<X=<7x

I = ]—7r; zr[ par :

f(x):%;si...—ﬁ<x§0

1)monter que f est dérivable en x, =0

et donner I'équation de la tangente a la courbe de
f enx,=0

2)a)étudier la dérivabilité de f en x,=-1
b)donner les équations des demies tangentes a a
la courbe de f enen x,=-1
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Solution : 1)étude de la dérivabilité de f a droite
en x,=0

. F(x)=f(0) . - ) _

jim L= F(0) o ocosx=1_ o 1-cosx 1

x->0" x-0 x>0 XSinX  x-0" X2 sin x
X

im =T O 5 Ly 10
x-0 2

Donc f est dérivable a droite enx, =0et f;(0)=-1
lim f (X)_ f (O) _

x—0" x—0 x=0" X —1

Donc f est dérivable a gauche enx, =0 et
f(0)=-1

Et puisque : f;(0)=f;(0)

.o xX+1
= lim
x>0 X =1

lim |x+1

~-1-1;(0)

Donc f est dérivable a enx, =0 et f'(0)=-1

Interprétation géomeétrique du résultat :
La courbe de f admet une tangent en O(0, 0).de

coefficient directeur f'(0)=-1

I'équation de la tangente a la courbe de f en
X, =0 estiy="f(x)+f'(%)(x=x%)
y=f(0)+f'(0)(x-0)
y=0-1(x-0)<=(T):y=—x

f(x)-f(-1) . ox 1
2) lim ———=lim —=>=1f/(-1
) XLT* Xx+1 x>-1"X=1 2 d( )
Donc f est dérivable a droite enx =-let fd’(—l):%
lim fe)-f(Y) _ lim =X -_1_ £(-1)
X1 X+1 x> x-1 2

Donc f est dérivable a gauche enx, =-1et
fg’(—l):—% mais on a : f{(-1)# f/(-1)

Donc f n’est pas dérivable en x, =-1

Interprétation géométrique du résultat :

La courbe admet un point anguleux en A(-1, 0).
b) 'équation de la demie tangente a droite a la
courbede f enen x,=-1est:

y="f(-1)+f{(-1)(x+1) avec x>-1
y:0+%(x+1)<:>(Td):y=%x+% avec x>-1

I'’équation de la demie tangente a gauche a la
courbe de f enen x,=-1 est:

y=f(-1)+ fg'(—l)(x+1) avec x<-1

(o))




1 1 1
y:O—E(x+1)<:>(Tg): y=-Sx-7 avec x<-1

Exercice28 : soit f une fonction définie par :

f(x)= m(2x+11)3

1)déterminer le domaine de définition D, de f

2) déterminer le domaine de dérivation de f et
déterminer sa fonction dérivée
Solution : 1) xe D, < 3x-22>0 et x-1=0

Donc : D, =[§;1[U]1;+oo[
2)ona f(x)=g(3x-2)xh(x)

Avec : h(x):[szrlj3 et g(x)=+x

x-1

On sait que : g est dérivable sur R} et la fonction
polynébme D, x —3x—2 est dérivable sur D,

xX-2>0= x>g donc la fonction x—>g(3x—2)

est dérivable sur D, —{%}

donc : f est dérivable surD, —{g} cad D, =D, —{%}

Vxe Dy :

£/(x)=(g(3x-2)) xh(x)+g(3x—2)x(h(x))
1

2/3x-2

(9(3x-2)) =(3x—2) xg'(3x—2)=3x

Car : g’(x)z(«/;) :%

(h (x))' _ 3[ 2Xx_+11)' « ( 2XX_+11j2

(Zx +1)' _(2x+1) (x=1)—(2x+1)(x-1)
x-1 (x—l)2

-3
(x-1)

!

Donc :

3 2x+1Y} 9 (2x+1Y
f'(x)= +4/3x-2
() 2\/3x—2>{ X—lj (x_1)2( x—lj

Exercice29 :en utilisant la dérivée calculer les
limites suivantes :
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)2018 1 .
2) lim
XA)E X——

6
Solution:1) on pose : f(x)=(x+2)"" ona: fest

2sin x-1

(x+2
1) lim
x>l x+1

dérivable sur R en particulier en -1 et
f(-1)=(-1+2)"" =1

(X+2)2018 1
X+1

f(x)-f(-1
x=(-1)

Et puisque : f'(x)=2018(x+2)"" (x+2) =2018(x+2)

Donc : f'(-1)=2018x1*"" = 2018

(x+2)™ -1

=lim

x—>-1

Donc : lim

x—>-1

-1/

2017

Donc: lim =2018
x> x+1
. 2sinx-1
2) I"T)T on pose f(x)=2sinx
X*)g X_*

6
on a: f est dérivable sur R en particulier en

z etf(ZJ:ZSinzzl
6 6 6

_fl
. 2sinx-1 . () (6) (7
Donc : lim =lim =f'l =
L e 6
6 6
Et puisque : f'(x)=2cosx
Donc : f’(—j:2005—=273=\/§
Donc IirT;ZSInX;Z_1=«/§
xeg X— =
6

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement

Aux calculs et exercices Que I'on devient

Un mathématicien
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