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| DERIVEES

1 TANGENTE A UNE COURBE

DERIVATION, CONTINUITE ET CONVEXITE

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, dérivable en a ot a
est un réel de I, et Cy sa courbe représentative dans un repere du

plan.

La droite passant par le point A(a; f(a)) de la courbe Cy et de
coefficient directeur f’(a) est appelée la tangente a la courbe Cy

au point d’abscisse a.

TeES 4
Te ES-L

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, dérivable en a ou a est un réel de I, et Cy sa courbe
représentative dans un repere du plan.

L'équation réduite de la tangente a la courbe C¢ au point A d’abscisse a est :

y=f'@xx-a)+ f(a)

2 DERIVEES DES FONCTIONS DE REFERENCE

-~

~

f définie sur... fx) f'(x) f dérivable sur ...
R k 0 R
R ax+b a R
R x" nx"1 R pour n entier n =2
. I 1 R
x x2
* 1 n R* ti =1
R pr —— pour n entier n =
1
0;+ Vx — 10; +0o0[
\ [0; +o0] 2% /
3 DERIVEES ET OPERATIONS
u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I :
o (@0 = gl o o (ku) =kxu s (uv) =u'v+uv
. (uz)’ — Dl « Si n est un entier non nul, (1) = nu""'u/

Si la fonction v ne s’annule pas sur l'intervalle I (si v(x) # 0 sur I)

1) v (u)’ u'v—uv
o | — = e o|l—| = ————
v v? v 72
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4 DERIVEE ET VARIATIONS D’UNE FONCTION

THEOREME 1

Soit f une fonction dérivable et monotone sur un intervalle I de R.
— Si f est constante sur I, alors pour tout réel x appartenant a I, f'(x) = 0.
— Si f est croissante sur [, alors pour tout réel x appartenanta I, f'(x) = 0.

— Si f est décroissante sur I, alors pour tout réel x appartenanta I, f'(x) <O0.

Le théoréme suivant, permet de déterminer les variations d'une fonction sur un intervalle suivant le signe
de sa dérivée.

THEOREME 2

~

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R et f’ la dérivée de f sur I.

— Si f’ estnulle sur I, alors f est constante sur /.

— Si f’ est strictement positive sur I, sauf éventuellement en un nombre fini de points ot elle s’annule,
alors f est strictement croissante sur .

— Si f’ est strictement négative sur I, sauf éventuellement en un nombre fini de points ot elle s’annule,
alors f est strictement décroissante sur 1.

/
THEOREME 3
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I de R et xp un réel appartenant a I.
1. Si f admet un extremum local en xy, alors f'(xg) = 0.
2. Sila dérivée f' s’'annule en x; en changeant de signe, alors f admet un extremum local en xj.
X a Xo b X a Xo b
| |
f/(X) - (l) + f/(x) + (l) _
maximunt
fx \ / fx / \
minimum
REMARQUES
1. Dans la proposition 2. du théoréme 3 'hypothese en changeant de signe est importante.
y
Considérons la fonction cube définie sur R par f(x) = x> qui a pour dérivée la
fonction f' définie sur R par f'(x) = 3x2.
f'(0) =0 et pour tout réel x non nul, f'(x) > 0. 5 2
La fonction cube est strictement croissante sur R et n'admet pas d’extremum en 0.
2. Une fonction peut admettre un extremum local en xj sans étre nécessairement dérivable.
Considérons la fonction valeur absolue f définie sur R par f(x) = |x|. y
x six=0
est définie sur R par: f(x) = . .
f par: f(x) {—x six<0
f admet un minimum f(0) =0 or f n’est pas dérivable en 0. 5 P
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EXEMPLE : ETUDE D'UNE FONCTION Ar—3
x_
Soit f la fonction définie sur R par f(x) =1— 21
X
1. Calculer f'(x).

Sur R f est dérivable comme somme et quotient de deux fonctions dérivables.
!/

u uv—uv
f=1-—douf' =- >— Avec pour tout réel x,
v v
u(x)=4x-3 dou u'(x)=4
v(x)=x*+1 dou v'(x)=2x
Soit pour tout réel x,

4(x*+1) —2x(4x —-3)
- (x2+1)2
4x2 +4-8x%+6x
(x2+1)2
_4Ax*-6x-4
O (x2+1)?

flx) =

Ainsi, f’ est la fonction définie sur R par f'(x) = M
(x2 +1)2
2. Ftudier les variations de la fonction f
Les variations de la fonction f se déduisent du signe de sa dérivée.
4x*—6x-4 )
Pour tout réel x, (x?>+1)? > 0. Par conséquent, f’(x) est du méme signe que le polynome du second degré
4x*>-6x—4aveca=4,b=—-6etc=—4.

Etudions le signe de f'(x) =

Le discriminant du trindme est A = b? — 4ac Soit
A=(=6)2—4x4x(—4) =100

Comme A > 0, le trin6me admet deux racines :

-b-vVA , 6-10 1
X1=— Soit xj=—=—-
2a 8 2
-b+ VA ] 6+10
etxp=——— Soit x = 3 =2
a

Un polynéme du second degré est du signe de a sauf pour les valeurs comprises entre les racines.

Nous pouvons déduire le tableau du signe de f’(x) suivant les valeurs du réel x ainsi que les variations
de la fonction f :

R - B ) roo
f'x) + (l) - (l) +
é |
fx)
0
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Il CONTINUITE

1 NOTION DE CONTINUITE

Soit f une fonction définie sur un intervalle / de R.
Intuitivement, dire que f est continue sur I signifie que sa courbe représentative peut étre tracée en un
seul morceau (la courbe ne présente aucun saut, aucun trou).

EXEMPLE ET CONTRE-EXEMPLE

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un réel de I.
On note 67 la courbe représentative de la fonction f et Ale point de la courbe € d’abscisse a.
Pour tout réel x de I'intervalle I, on consideére le point M de la courbe 6 d’abscisse x

y y
M M
fOOp——o-———— fprp——o———-
N\ A |
flay p———f—————- | |
I |
I | A
| |
| flarf——————- ‘
|| | 1
xXa N xa X
r r
La fonction f est continue. La fonction f n’est pas continue en a.
Pour tout réel a de I, on peut rendre f(x) aussi proche que La courbe € présente un saut au point d’abscisse a.
'on veut de f(a) pourvu que x soit suffisamment proche de Le point M n’est pas proche du point A quand x est proche de
a. a.

2 PROPRIETES

THEOREME (admis)

Toute fonction dérivable sur un intervalle I est continue sur cet intervalle.

REMARQUE
La réciproque du théoréme est fausse :
y
Une fonction peut étre continue en un réel a sans étre dérivable en ce réel.
Par exemple la fonction valeur absolue f définie sur R par f(x) = |x| est contine en 0
mais n’est pas dérivable en 0.
0

CONSEQUENCES
On admettra les deux propriétés suivantes :

1. Les fonctions de référence (affines, carré, cube, inverse, racine carrée) sont continues sur tout intervalle
ot elles sont définies.

2. Toute fonction construite algébriquement (somme, produit, inverse, quotient ou composée) a partir de
fonctions de référence est continue sur tout intervalle ol elle est définie.
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Il CONTINUITE ET EQUATION

1 THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES

THEOREME (admis)

Si f est une fonction définie sur un intervalle I et continue sur [ alors elle vérifie la propriété suivante :
quels que soient les réels a et b de I'intervalle I, pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), I'équation
f(x) = k admet au moins une solution ¢ appartenanta [a; b].

Ce théoreme résulte du fait que I'image d’'un intervalle de R par une fonction continue est un intervalle de
[ est continue sur / [ n’est pas continue sur /

fla)

B
e ‘

L'image de I'intervalle [a; b] est un intervalle. Limage de I'intervalle [a; b] n'est pas un intervalle.
Tout réel k compris entre f(a) et f(b) est'image 1l existe des réels k compris entre f(a) et f(b) pour
d’au moins un élément de [a; b]. lesquels I'équation f(x) = k n’a pas de solution.

2 THEOREME DE LA VALEUR INTERMEDIAIRE

COROLLAIRE

Soit f une fonction définie sur un intervalle / de R et a, b deux réels appartenanta I, a < b.
Si f est continue et strictement monotone sur [a; b], alors pour tout réel k compris entre f(a) et f(b),
I'équation f(x) = k admet une solution unique c appartenanta [a; b].

# DEMONSTRATION
Soit k un réel compris entre f(a) et f(b)
1. Existence
Par hypothese, f est continue sur [a; b] alors d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation
f(x) = k admet au moins une solution c appartenant a [a; b].
2. Unicité
Supposons que I'équation f(x) = k admette deux solutions distinctes c; et ¢, appartenant a [a; b]
Par hypotheése, f est strictement monotone sur [a; b] alors ¢ # ¢ = f (1) # f (c2)
Ce qui aboutit a une contradiction puisque f (c1) = f(c2) = k
Donc c; = ¢, ce qui prouve que I'équation f(x) = k admet une solution unique dans [a; b]

REMARQUES

1. Si f est continue et strictement monotone sur [a; b] et f(a) x f(b) <0, alors I'équation f(x) = 0 admet
une solution unique dans [a; b]

2. Le théoreme s’applique aussi lorsque f est continue et strictement monotone sur un intervalle de la
forme [a; b, ]a; b, 1a; b, [a;+00l, ]a; +oo[ , | —oo; b] ou ] —oo; bI.
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IV CONVEXITE
1 FONCTION CONVEXE, FONCTION CONCAVE

DEFINITIONS

Te ES

de chacune de ses tangentes.

de chacune de ses tangentes.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et € sa courbe représentative.

— Dire que la fonction f est convexe sur I signifie que la courbe € est située entierement au-dessus

— Dire que la fonction f est concave sur [ signifie que la courbe € est située entierement au-dessous

EXEMPLES

Cr

yvexe

La fonction carré x — x?2 est convexe.

REMARQUE

convexe

concave

. 1
La fonction inverse x — — est concave sur | —oo; 0] et

X
convexe sur ]0; +oo[

Intuitivement, quels que soient les points A et B de la courbe 6

— Sile segment [AB] est au-dessus de la courbe alors f est convexe.

— Sile segment [AB] est au-dessous de la courbe alors f est concave.

y

f est convexe.

A. YALLOUZ (MATH@ES)
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THEOREME (admis)

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.
— [ est convexe sur I si, et seulement si, sa fonction dérivée f’ est croissante sur I.

— f est concave sur I si, et seulement si, sa fonction dérivée f’ est décroissante sur 1.

CONSEQUENCE

On note f” la dérivée seconde de la fonction f, c’est a dire la dérivée de la dérivée f'.
— Sila dérivée seconde est positive alors la fonction f est convexe.

— Sila dérivée seconde est négative alors la fonction f est concave.

EXEMPLE

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x> —5x*.

Sa dérivée est la fonction f’ définie sur R par f'(x) = 5x* — 20x3.

Sa dérivée seconde est la fonction f” définie sur R par f"(x) = 20x% — 60x? = 20x? (x — 3).
Les variations de f’ se déduisent du signe de sa dérivée f”'.

Notons que 20x? = 0 donc f"(x) est du méme signe que x — 3. D’ol1 le tableau :

X —00 3 +00

signe de " (x) - 0 +

variations de f’

convexité de f CONCAVE CONVEXE

[ est concave sur ]—oo; 3] et convexe sur [3; +oo].

2 POINT D’INFLEXION

DEFINITION

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et € sa courbe représentative.
S'il existe un point A de la courbe € tel que la courbe traverse sa tangente en ce point, alors on dit que
A est un point d’inflexion.

EXEMPLE

La courbe représentative de la fonction cube définie sur R par f(x) = x> admet comme point d’inflexion
'origine O(0;0) du repére.
Soit 6 la courbe représentative de la fonction cube.

y
La tangente au point O a la courbe 6 est I'axe des abscisses d’équation
y=0.
— Pour x <0, f(x) <0 donc la courbe € est au dessous de la tangente en
O sur ]—o0;0]. ¢} x

— Pour x =0, f(x) =0 doncla courbe € restau dessus de la tangente en O
sur [0; +ool.

Lacourbe € r traverse sa tangente en O donc O(0; 0) est un point d’inflexion.
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CONSEQUENCES

— En un point d’'inflexion la courbe traverse sa tangente : cela signifie que la fonction change de
convexité.
— Siladérivée f’ change de sens de variation en a alors la courbe admet un point d’inflexion d’abscisse
a.
— Si la dérivée seconde f” s’annule en changeant de signe en a alors la courbe admet un point
L d’inflexion d’abscisse a.

EXEMPLE

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x°> —5x* —40x+ 120 et % sa courbe représentative.

Sa dérivée est la fonction f’ définie sur R par f'(x) = 5x* —20x> — 40.
Sa dérivée seconde est la fonction f” définie sur R par f”(x) = 20x2(x - 3).

L'équation f”(x) = 0 admet deux solutions x; =0 et xp = 3.
Notons que 20x? = 0 donc f”(x) est du méme signe que x — 3.

Les variations de f’ se déduisent du signe de sa dérivée . D’oli le tableau :

X -0 0 3 +00

signe de " (x) - 0 - 0 +

variations de f’

-175

En tenant compte des changements de variation de la dérivée f’ on en déduit que la courbe ¢ admet un

seul point d’inflexion, le point A(3; £(3)).

En effet :

— f"(0) = 0 mais, sur l'intervalle ] —oco0;3] f”(x) <0 donc le point B (0;120) de la courbe € '+ d’abscisse 0,
n’est pas un point d’inflexion. (La fonction f est concave sur ] —oo;3]).

— f” s’annule en 3 en changeant de signe donc le point A (3;-162) est un point d’inflexion de la courbe
€ £ (La fonction f est concave sur | —oo; 3] et convexe sur [3; +ool).

y ©;
400 T

La courbe ne traverse pas sa
tangente en B. 300 +
B n’est pas un point d’inflexion.

La courbe traverse sa tangente en A.
00 1 e .
A est un point d’inflexion.
& |

100

-100 1

-200 T

-300 T
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