GRAPHES - CORRECTION

Exercice n°1

Sommet A B C D E F
Degré 4 6 4 2 4 4

Exercice n°2

Les espions d’'un méme pays sont notés 1 et 2 4 3%t 6
1) Graphe
2) Ce graphe n’est pas complet car deux espiomsrdéme
pays ne s’espionnent pas, donc les sommets conésps - =
ne sont pas adjacents.

En revanche ce graphe est connexe car entre taptecde
points, il existe au moins une chaine

3) Les sommets sont tous de degré 4 car chaquenespiespionne quatre autres
Autrement dit :

Sommet 1 2 3 5 6

4
4

Degré 4 4 4 4 4

La somme des degrés étant égale au double du nababbétes, celui-ci vaut 12

Exercice n°3

a) Si le graphe simple contient 4 sommets, chaaurcalix-ci est de degré au
maximum égal a 3, d’'ou une somme totale des degyée au plus & 12. Puisque
cette somme est égale au double du nombre d’adespombre d’'arétes ne peut
excéder 6, donc ne peut pas étre égal a 7.

b) Si le graphe simple contient 5 sommets, chacurcalx-ci est de degré au
maximum égal a 4, d'ou une somme totale des defgyée au plus a 20. Puisque
cette somme est égale au double du nombre d’adesombre d'arétes ne peut
excéder 10, donc ne peut pas étre égal a 11.

b) Si le graphe simple contient 10 sommets, chataiteux-ci est de degré au
maximum égal a 9, d'ou une somme totale des defgrée au plus a 90. Puisque
cette somme est égale au double du nombre d’adespmbre d'arétes ne peut
excéder 45, donc ne peut pas étre égal a 46.

Exercice n°4
1)

2) Ce graphe n’est pas complet car, par exempé, 2Lne sont pas adjacents.
n'est pas connexe car il n'existe pas de chainanted et 4. En revanche, il admet
deux sous graphes connexes (1,2,3,6,7,8) (4,5 10) goint isolé 9

3) Si l'adage "les amis de nos amis sont nos aétat veérifié la composante

connexe (1,2,3,6,7,8) serait complete

. ML
Exercice n°5 B ————

1) \
| S,

2) Il faut procéder a une coloration du graphe

Le sommet de plus fort degré est F ou D, de degrhéeSsous-graphe complet
d’ordre maximal est d’ordre 3, par exemple B,L,F.B.nombre chromatiquey
vérifie donc4 < y < 5+1, c'est-a-dired< Y <6

Classons les sommets dans l'ordre décroissant de degré et appliquons
I'algorithme de coloration de Welch et Powell

Degré Sommet Couleur
5 D Couleur 1
5 F Couleur 2
4 B Couleur 3
3 CH Couleur 4
3 L Couleur 3
2 | Couleur 1
2 NL Couleur 2
Exercice n°6
Graphe Matrice
- 01 0 00O
3 1 10
01 011
1 01100
0 01 0O
5




= B O O O O
O O O O
oSO P P O O O

O O O O+ O
O O O O Bk
O O O O+~ O

Exercice n°7
Le 1* et le 3™ graphe peuvent associés a la matrice, avec leérotations :

2
5 1 3

4 3 2 4

Le deuxiéme ne possede pas de sommet de degré& £¢al2 »)

Exercice n°8 2
Un graphe possible est :

Exercice n°9 5 4
En rajoutant deux arétes (en rouge),
on peut rendre ce graphe connexe

Exercice n°10

Tracer les figures « sans lever » le crayon revéeathiber une chaine eulérienne.
Or ceci n'est possible que si et seulement si lebte de sommets de degré impair
est égal a 0 (on aura affaire a un cycle eulédenc le retour se fera sur le sommet

de départ) ou a 2. Pour le premier graphe, c’egbgsible, tous les sommets étant
de degré impairs. Pour les trois autres graphest possible.

En ce qui concerne 168 graphe, tous les sommets étant de degré pairnuinze
I'existence d'un cycle eulérien.

Exercice n°11
En numérotant les piéces et en matérialisant leeppar des arétes, on traduit la
situation par le graphe ci-dessous :

Se promener dans la maison en passant par chaaseuwlertures revient a
chercher I'existence d’une chaine eulérienne

Seuls deux sommets étant de degré impairs (1 ,eef)autres étant de degré pair,
il est possible de trouver une chaine eulériensecée a ce graphe.

Pour la deuxiéme situation, il est nécessaire (daeecurk 8™ sommet nommé
« extérieur » (E)

4 ]
Il existe maintenant quatre sommets de degré imgaj2,4 et E) , les autres étant
de degré pair, il est impossible de trouver unéneha&ulérienne associée a ce
graphe.

Exercice n°12

Trouver des itinéraires qui permettent de parcoune seule fois chaque route
revient a trouver une chaine eulérienne (voireyated associée a ce graphe.

Tous les sommets étant de degré pair, le théordauted assurer I'existence d'un
cycle eulérien (donc d’'une chaine eulérienne)

a) E-C-D-A-C-B-E est un exemple.

b) il n’existe pas de chaine eulérienne partar@ @t en terminant a D

c) A-D-C-E-B-C-A est un exemple.



Exercice n°13
En numérotant 1,2,3 les sommets A,B,C, La matriseciée a ce graphe est

011
A=|1 0 1] (attention, le graphe n’étant pas orienté, la icatn’est pas symétrique)
010 .
[A]"4
33
4 _
OncalculeA"=|1 4 3 [2 1 2] ]
2 1 2 |

La matrice A* nous permet d’affirmer qu'il existe :
- 3 chaines de longueur 4 entre A et B
- 1 chaines de longueur 4 entre B et A
- 4 chaines de longueur 4 entre B et B

Exercice n°14

1) Les sommets du graphes étant les villes, etrigtes étant les liaisons, un graphe
représentant la situation est :
v V.

1 1

7, 7,

Il existe au moins un vol de chaque vilM vers chaque villeV,, i# |,
comportant au plus deux escales, car le diamétgeaphe est égal a 3

0101
) . 0 010
3) a) La matricéVl associée a ce graphe &4t=
1 001
01 00
0110 1 011
, |1 001 . |0 2 01
b) On calculeM © = etM” =
0 2 01 01 20
0 01O 1 001

c¢) On calcule :

01001 (011 10 1
Mam?amio| 0 0 L0100 3020
1001/ |0 20 01 2
0100 (001 100
122 2
1212
1132 2
1111

Cette derniere matrice ne comportant pas de Og etomportant que des entiers
inférieurs ou égaux a 3, il existe toujours unerahae longueur au plus égale a 3
entre deux aéroports, c’est-a-dire un voyage cotapbau plus deux escales. On
retrouve le résultat précédent.

Exercice n°15

Le premier graphe a pour diamétre 2

Le deuxiéme graphe a pour diametre 3
Le troisiéme graphe a pour diametre 4
Le quatrieme graphe a pour diamétre 6

Exercice n°16

1) Puisque seuls les sommets E et G sont de degars, ce graphe admet une

chaine eulérienne. Il est possible que I'agentéderié passe une fois et une seule
par tous les chemins de cette usine. Un exempiaji¢ est EGCBECDEFGBAG

2) L’'agent de sécurité ne peut pas revenir a somt pie départ car le théoréme

d’Euler interdit I'existence d’'un cycle eulériem gison des deux sommets E et G
de degré impair.

3) On détermine le temps minimum de parcours gra@gotithme de Dijkstra :
A |B C D E F G Sommet
choisi
0 0+16 +00 +00 +00 +00 0+12 G (12)
=16 (A) =12 (A)
400 | 12+8 12+10 | +o 12+15 12+8 | 400 F(20)
=20 (G) |=22 (G) =27 (G) =20 (G) C(22)
+00 22+7 | 20+8=28(F) BR29)
=29 (C)|22+4=26 (C) E(26)
+00 26+2 D(28)
=28 (E)

On trouve pour chemin minimum le chemin AGCED, délp 28



Exercice n°17

1) Les sommets D et F sont de degré impair, etlesugutres de degré pair. On

conclut, grace au théoreme d’Euler, a I'existerioea chaine eulérienne, mais pas

a celle d'un cycle eulérien.

Une chaine eulérienne est, par exemple, DBCABFDBEHI

2) On détermine le temps minimum de parcours gratagbtithme de Dijkstra

A |B C D E F G H || J Sommet

choisi

0 0+6 |0+4 C(4)

=6(A) | =4(A) B(6)
4

=8(

6+1 F(7)
=7(B)
7+2 |7+4 Do)
=9(F) | =11(F) E(11)

=13

11+6
=17(E)

11+5
=16(E)
16+3 I(19)
=19(J)

J(16)

On trouve pour chemin minimum le chemin ABFEJIpdéls 19

Exercice n°18
1) a) Si on note P la probabilité d'étre proprigtaiet L celle d'étre locataire,

Pénoncé fournit les indicationsp, (P)=0,9, p,(L)=0,1, p (P)=0,2 et

p.(L)=0,8
la situation se traduit par le graphe probabiliste
pF)=0.2
P, (P)=09
P L
\\%__/./ P (L)=0.8
Py [:L:] =0,1

0,9 O,lj

La matrice de transition de ce graphe lést=
0,2 0,8

b) On calcule

0,9 0,1

R=RM=(0,5 0,9 =(0,% 0,9 0,6 0,2 06 Of1 055 0,8
0,2 0,8

=(0,55 0,49

c) Létat stable (x y) de ce graphe vérifie x+y=1 et

0,9 01 Xx=0,%+ 0,%
(x v)=(x ) “1y=

0,2 0,8 y= 0%+ 0,%
En utilisant la relatiorx+ y=1, le systeme devient donc
2
X —_—
0 {O,3<= 0,2 0,
=1-

-0,x+ 0, 2y -0,Ix + 0,2(1—)():
- y=1-x

2
3
xty=1 y=1-X 1
e

3
2
3

L’état stable du graphe est doEé %j On peut ainsi conclure qu'au bout d’'un

grand nombre de mois, le nombre de propriétained vers une proportion dé

: : . . 1
tandis que celui des locataires tend vers une mopojeg.

2) A l'aide de la relatiorP,, = P, x M , on écrit :

0,9 04 [p..=09p +0x
( pn+1 qn+1) :( pn q’l) hnd 1_

012 018 qn+1 - O!:pn+ O’&’l
En utilisant la relationp, + ¢, =1, on déduit quep,,, =0,9p,+ 0, + p,)
e P =0,7p,+ 0,2

P i _2_ - /5
3) Pour tout entiem, on au_,, =0,7p, + 0,2 3 0,7p, 0,
/O

C'est-a-direu,,, =0, 7u,. La suite () est donc une suite géomeétrique de raison

0,7, et de premier terme, = p, — —?2)): __é

OOII\J
N|H



b) Ainsi, pour tout entier n, U, :(—EJXO,Y” , et puisque (0,5 0,3 0,95 0,0
6 0,2 0,8
2 2 . 1 no 2 _
u, = pn—g = p,= q]+§, on en déduit quep, :—Ex(0,7) +5 —(0,5>< 0,95+ 0,% 0,2 0,5 0,06 O5 (),8
) 5 =(0,575 0,425#( 0,5 0
c) Puisqued< 0,7< 1, lim (0,7)" =0 et par suitelim p, =3

Exercices et problemes de synthése
Exercice n°20
1) Une représentation possible peut étr

On retrouve le résultat de la question 1) c)

Exercice n°19
1) Si on note A la probabilité pour un hoétel d’éttassé dans la catégorie A, et B
celle d'étre classée dans la catégorie B, I'énofaérnit les indications

p(A) =0,95, p,(B)=0,05, p;(A)=0,2etp,;(B)=0,8

la situation se traduit par le graphe probabiliste 2) a) Ce graphe n’est pas complet (2 et 6 ne sagjacents) mais est connexe.
pa(d)=02 b)
o Sommet | 1 2 3 4 5 6 7 8
mlﬂ,l=0:95/"_é“‘\ Degré |4 |4 |4 |4 |23 213
@ A Q\ La somme des degrés vaut 4+4+4+4+2+3+2+3=26. lgrec 13 arétes
B 3) a) La distance entre les sommets 1 et 5 vaut 3
\\%__/_/ ;o b) Ce graphe a pour diamétre 3
S ppl8)=0.8 4) a) Puisque tous les sommets ne sont pas de plaigrée graphe n’admet pas de
2al5)=0,05 cycle eulérien, donc il n'est pas possible de paftin pays et d’y revenir apres
avoir franchi chaque frontiére une fois et une eseul

0,95 0,0 b) Puisque deux sommets exactement sont de degeérjmse graphe admet une
0,2 0,8 chaine eulérienne, donc il est possible de paltin ¢hays, de franchir chaque
3) L'état de I'année 2003 sera égal a : frontiere une fois et une seule et de terminerreauire pays.

0,95 0,0 5) On doit construire un nouveau graphe ou deus gayont adjacents s'’ils n’ont

(0,25 0,73(02 08i:(o,zss 0,95 02 0,75 0,25 005 0x75 )0,8pas de frontiere commune

2) La matrice de transition de ce graphel\dsl:(

=(0,3875 0,612p

L’état de 'année 2004 sera égal a :
0,95 0,0

0,2 O,j

=(0,490625 0,50937%5
» , Le plus grand sous-graphe complet de ce graphereopdre 3
4) L'état=(0,5 0,9 n'est pas stable car Le nombre maximum de pays sans frontiére commurgoes égal a 3
6) Le degré maximum étant égal a 4, et le plusdysous graphe complet étant
d’ordre 4 (1,2,3,8), le nombre chromatigiedu graphe vérifiegd< y < 5

=( 0,38 0,95 0,6225 0,2 0,387558,0,6125 0,8

(0,3875 0, 612)5(



On applique I'algorithme de coloration de WelchPetvell

Sommet Degré Couleur

Couleur 1

Couleur 2

Couleur 3

Couleur 4

Couleur 1

Couleur 4

Couleur 2

N OO R|WINF
NINWW A~

Couleur 2

On déduit de cette coloration que= 4

Exercice n°21
1) a) Notons Y le nombre chromatique de ce graphe, c’est-a-éirmdmbre

minimal de couleurs a utiliser pour que deux baadjacents ne soient pas de la
méme couleur.

Puisque le sous-graphe BCD est complet, on gyea3 et puisque le degré
maximum est égal a 3 (sommets B et D), on gy 3+1, c'est-a-dire, au final,
3< y<4.

On procéde a une coloration grace a I'algorithmgveéch et Powell :

Sommet Degré Couleur

B 3 Couleur 1
D 3 Couleur 2
A 2 Couleur 2
C 2 Couleur 3
E 2 Couleur 1

Ainsi y =3
b) Le nombre de sommets de degré impair étant exactt égal a deux, il existe

une chaine eulérienne, donc il est possible der@mgmer une seule fois dans
toutes allées du parc

01 001
00110
2) a) La matrice M associée au graphe G’ est M=0 1 0 10
1 6 9 6 10 0 01 01
4 5 7 11 & 1 00 10
Mi=|4 6 6 11 5
1

b) A partir de la matrice

5 1o 6 10
5 5 5 14 2

on en deduit qu'il existe 5 chemins de longueurebmettant de se rendre du
sommet D au sommet B (terme a lintersection de’l& ligne et de la 2*°
colonne)

Ces chemins sont DEDEAB , DEAEAB, DEABCB, DCBDCBCDEAB

c) D’aprés la matrice, il existe un seul cheminlalegueur 5 reliant A a A. Ce
chemin est donc 'unique cycle contenant le somfetar tout cycle peut étre
considéré dans n'importe quel ordre. Ce cycle &TBEA.

En revanche, il existe 5 cycles de longueur 5 cnitle sommet B.

Exercice n°22

0001110172
0010110
01 00111

1) La matrice associée au gragheestM =1 0 0 0 O 1 O
1110011
1111101
1 010110

2) Le sous graphe AEFG est complet. Comme il estdd® 4, on déduit que

x(M)z4

3) Le sommet de plus haut degréldeest F, de degré 6. Aingf(lN) <6+1, et on
déduit qued< (M) <7

4) On procéde a une coloration grace a I'algoritidm&Velch et Powell :

Sommet Degré Couleur

F 6 Couleur 1
E 5 Couleur 2
G 4 Couleur 3
A 4 Couleur 4
C 4 Couleur 4
B 3 Couleur 3
D 2 Couleur 2
5) L'organisateur doit prévoir 4 parties :
Partiel: F

Partie 2 : E,D

Partie 3: G,B

Partie 4 : A,C



Exercice n°23
1. Puisqu’au début de la campagne, 20 % des persorteemgées préferent
Aurore, on auraa, =0,2 donch, =0,8.

La matrice ligne Pde I'état probabiliste initial est dorf =(0,2 0,4

2. Le graphe probabiliste sera constitué de deux ssimfet B origines et
extrémités de deux arétes orientées et pondérgestd_reliant A a B dans le sens
A->B sera pondérée par la probabilité qu'une paregréférant Aurore une
semaine donnée, ait changé pour Boréale la sersaivente, soit 0,1.

On obtient ainsi: 0.9 01

0,15 0,85
3.a. La matrice de transition M de ce graphe en reapétbrdre alphabétique des

. 0,9 01
sommets est égale =
0,15 0,8

b.Ona:

R=PM=(0,2 0,9 09 01

1o eAm e 290,15 0,8

=(0,2x 0,9+ 0,& 0,15 0,2 04 08 0,85

=|(0,3 0,7
4. a.Pour tout entier naturel |P, = RM"

0,9 01)
0,15 0,8
A l'aide d’'une calculatrice, apres avoir défini dda menu MATRICE, une

matrice [A], de dimensiodx 2 correspondant a,Ret une matrice [B], de
dimension2x 2 correspondant a M, on calcule :

[A1+[EB]"3
[[.43123 .326873..

b. Ainsi, B, =R,M*=(0,2 o,a(

Ainsi, |P,=(0,43125 0,5687p

On peut estimer qu’au bout de f"3%semaine de campagne, plus de 43% de la
population sera favorable au parfum Aurore.

5.a. L’état stableP=(a b) est solution de I'équation matricielle
0,9 01
P=PM - (a b=(a .
( )=( l:)(0,15 O,SJ

De surcroit, on @+ b=1- b=1-a

. . |a=0,9a+0,1%
Les nombres etb sont donc solutions du systéme que I'on
atb=1- b=1-a
résout :
a=0,9+ 0,19 a=09+0,1§+a [a= 0%+ 0,15 0,1&
atb=1- b=1-a b=1-a b=1- a
{0,2551:0,15 a=%3 {az 0,6 {az 0,6
b=1- 7 lb=1-06" ||b=0,4
a b=1-a

L'état stable est done = (0,6 0,4)

b. On peut donc estimer qu’'a terme, 60% de la poipulaera favorable au parfum
Aurore, qui sera donc préféré au parfum Boréale





