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Chapitre 9
Isométries d’un espace euclidien

Etudier une isométrie vectorielle en dimension 3

Dans cette partie, on suppose que E est un espace euclidien de dimension 3
orienté par une base orthonormée ¢ = (i, j, k). On se donne u € O(FE) que l'on
souhaite étudier. On commence par déterminer si v est une isométrie directe ou
indirecte en calculant son déterminant.

Isométrie directe (det(u) = 1)

D’aprés le cours, on sait qu’il existe un réel § € R et une base orthonormée
directe Z = (e1,e9,e3) de E tels que

1 0 0
Matg(u) = | 0 cos(f) —sin(f)
0 sin(f) cos(@)

Ainsi, u est la rotation d’axe D dirigé par e; et d’angle 6.

La méthode ci-dessous permet de déterminer la base A, 'axe D et ’angle 6.

Méthode : étude d’une isométrie directe de I'espace
On suppose que u # Idg (Sinon v = Idg et il n’y a pas d’étude a faire).
1) L’axe D est I'ensemble des vecteurs invariants de u, i.e. D = Ker(u—1Idg).
On fixe un vecteur ey unitaire dans D.

2) Pour déterminer 'angle 6 € R de la rotation, on utilise la relation

Tr(u) —1

cos(f) = 5

On en déduit @ en utilisant que le signe de sin(f) est le méme que celui du
nombre dety(e1,x,u(x)) ot x € E'\ D est un vecteur quelconque.

3) Pour déterminer les vecteurs es et es, on choisit un vecteur unitaire eg
orthogonal & e; quelconque, puis on définit e3 par le produit vectoriel
e1 N eg.

Exemple 1
Soit u € O(FE) dont la matrice dans ¢ = (i, j, k) est donnée par

1 3 1 V6
A== 1 3 —v6
-6 V6 2

Nous allons donner les éléments caractéristiques de cette isométrie. On vérifie
que det(u) = det(A) = 1, donc w est une isométrie directe. L’ensemble des
vecteurs invariants de u est la droite D = Vect(i 4 j), donc on pose

1

el = ﬁ(l + 7).

Ensuite, si 8 € R est I'angle de la rotation u, on a

2—-1 1
cos(e)szi
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et que sin(f) est de méme signe que

13
0 1 |=Y3.
0

1
1| /
V6

dety(e1,i,u(i)) =

_4\@0

T
Finalement w est la rotation d’axe dirigé par ¢+ j est d’angle —. Si ’on souhaite

déterminer la base %, on peut prendre ea = j qui est orthogonale & e; et

ez =e1 Ney =

1, .
ﬁ(l—])-

Isométrie indirecte (det(u) = —1)

D’aprés le cours, on sait qu’il existe un réel § € R et une base orthonormée
directe Z = (e1,e9,e3) de E tels que

—1 0 0
Matg(u) = | 0 cos(f) —sin(f)
0 sin(f) cos(6)

Ainsi, u est la composée commutative entre la rotation d’axe D dirigé par e et
d’angle 6 et la réflexion par rapport au plan D+ = Vect(ea, €3).

D
-
e1
/,””_ ______ ) \u(eg)
-7 )
// / > /83
(\ ///’
\“"éz‘"‘ xu(eg
u(er)

La méthode ci-dessous permet de déterminer la base A, 'axe D et ’angle 6.

Méthode : étude d’une isométrie indirecte de 1’espace
On suppose que u # —Idg (Sinon u = —Idg et il n’y a pas d’étude a faire).

1) L’axe de la rotation D est I'espace propre de u pour la valeur propre —1,
i.e. D = Ker(u +Idg). On fixe un vecteur e; unitaire dans D.

2) Pour déterminer 'angle 6 € R de la rotation, on utilise la relation

Tr(u) + 1'

cos(f) = 5

On en déduit # en utilisant que le signe de sin(f) est le méme que celui du
nombre dety(e1, z,u(x)) ot € E'\ D est un vecteur quelconque.

3) Pour déterminer les vecteurs es et es, on choisit un vecteur unitaire es
orthogonal & e; quelconque, puis on définit e3 par le produit vectoriel

e1 N es.
Exemple 2
Soit u € O(FE) dont la matrice dans ¢ = (i, j, k) est donnée par
7T 4 4
A=—[-4 8 -1
P\1 1 s

On vérifie que det(u) = det(A) = —1, donc u est une isométrie indirecte. Aprés
résolution, ’espace propre de u pour la valeur propre —1 est D = Vect(i — 4k),
donc on pose

1.
el = ﬁ(z —4k).

Ensuite, si # € R est I'angle de la rotation, on a que

1
cos(f) = 7/92+ = g,
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et que sin(f) est de méme signe que

1 1 7
1 16
4 = —=>0.

WIT| 4 o 4| 9VIT

dete(e1, i, u(i))

Ainsi, u est la composée commutative entre la réflexion par rapport au plan
D+ = Vect(j, 4i+k) et 1a rotation d’axe dirigé par i —4k et d’angle Arccos(8/9).

Diagonaliser une matrice symétrique

On se donne une matrice symétrique réelle A € #,(R) que l'on souhaite dia-
gonaliser de sorte que la matrice de passage P soit orthogonal.

Méthode pour déterminer la matrice de passage orthogonale
1) On détermine les espaces propres de A.

2) On construit des bases orthonormées de chacun des espaces propres (en
utilisant, par exemple, l'algorithme de Gram-Schmidt).

3) La matrice P est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs des bases
orthonormeées trouvées.

Exemple 3
Nous allons diagonaliser la matrice symétrique réelle ci-dessous avec une ma-
trice de passage orthogonale.

1 -2 -2
A=1-2 1 =2
-2 -2 1

Le polynome caractéristique de A est

xa(z) = (x + 3)(x — 3)2.
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Les espaces propres de la matrice A sont

1 1 1
FE3 = Vect —1],1 0 et FE_g=Vect|1
0 -1 1

En appliquant 'algorithme de Gram-Schmidt a la base de Fj3 ci-dessus, on en
déduit qu'une base orthonormée de Fj3 est

L)y
V219 ) VB\os

En normalisant le vecteur dans la base de F_3 ci-dessus, on obtient une base
orthonormée de E_3 avec le vecteur

On a donc D = P~LAP avec

30 0 ) V3 1 V2
D=|03 0], P=—|-vV3 1 V2
00 -3 V6 0 -2 V2

De plus, on a par construction que P € O3(R), donc

L (VB VB 0

pt=pT=_—"11 1 =2
Vi\vz v Ve
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Etudier une conique
On se place dans un plan & muni d’un repére orthonormé (O, 1, 7).

Définition 1 (Conique).
Une conique dans & est 1’ensemble des points M (z,y) vérifiant une équation

de la forme
ax® +bry +cy® +dr +ey+ f=0

ou a,b,c,d, e, f € R sont des constantes avec (a, b, c) # (0,0,0).

Proposition 1
Soient a,b > 0.

2 2
(i) La conique admettant pour équation — + % =1 est une ellipse dont le
a
centre est 'origine.
2 2
(ii) La conique admettant pour équation — = % =1 est une hyperbole dont
a

le centre est lorigine.

Illustration 1

Méthode pour étudier une conique
On se donne une conique de & dont ’équation est

ax® +bry + cy? +dr + ey + f = 0.

1) On met I’équation sous la forme matricielle

(@ ) (ij b{f) @ (d o) (;) Li=0.

A

2) Comme la matrice A est symétrique réelle, on peut déterminer une matrice
orthogonale P € O5(R) et une matrice diagonale D telles que D = P~1AP.

3) On détermine I’équation de la conique dans le repére (O, e1, e2) ou (e, e2)
est la base orthonormée que 'on vient de calculer. Pour cela on procéde

au Chang(im(fnt d(f Variab1(5
y v

dans I’équation de départ. On obtient ainsi une équation simple dans le
nouveau repére orthonormé (O, e, es) qui nous permet d’identifier la co-
nique.

Exemple 4
On souhaite étudier la conique %1 de & dont I’équation est

322 — 2zy + 3y® — 8z + 8y + 6 = 0.
On commence par réécrire cette équation sous la forme matricielle

(z ) <_31 _31) (g) + (-8 8) (;”) +6=0.

A

Comme la matrice A est symétrique réelle, on peut lui appliquer la méthode
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de diagonalisation vue dans la partie précédente. On trouve que les valeurs de
propres de A sont 2 et 4 et que les espaces propres respectifs associés sont

— 62\ ] €1 /,
Es = Vect <1> et FE4 = Vect ( 11> . J 7

Ainsi, on peut écrire D = P~'AP avec les matrices

D:(é 2) et P:\%G _11>€OQ(R).

On définit donc les vecteurs
1 1 L
e1=—7=(i+j) et 62:%(_2"‘])' La conique 41

V2

Pour obtenir I'¢quation de la conique dans le repere (O, e1, €2), on effectue le | Exemple 5

changement de variable On souhaite étudier la conique %, de & dont I’équation est

T u
(2)-+() S—
Y v 162° — 24zy + 9y~ + 252 — 50y = 0.

dans I’équation de la conique. Aprés simplification, on trouve

On commence par réécrire cette équation sous la forme matricielle

2u? + 402 + 8v20+ 6 = 0 & u® +2(v + V2)2 = 1. (z ) < 16 _12> <x> + (25 —50) @) =0

Ainsi la conique étudiée est une ellipse. Son centre & pour coordonnée —-12 9
(0, —v/2) dans le repére (O, eq,ez), donc (1, —1) dans le repére (O, 4, 7). A

Les valeurs de propres de A sont 0 et 25 et les espaces propres associés sont

Ey = Vect (Z) et  FEo; = Vect <_34) .

Ainsi, on peut écrire D = P~1AP avec les matrices

0 O 1/3 —4
D_<O 25> et P—5<4 3>€OQ(R).
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On définit donc les vecteurs
1 .. ) 1 ) .
e1 = 5(32—1—4]) et ey = g(—4z—|—3]).

Pour obtenir ’équation de la conique dans le repére (O, eq,eq), on effectue le

Chang(fm(fnt d(f V&I‘i&bl(f
y v

dans I’équation de la conique. Apreés simplification, on trouve
25v% — 500 — 25u = 0 < u = v* — 2v.

Ainsi la conique étudiée est une parabole. Son sommet S a pour coordonnée
(—1,1) dans le repére (O, e1, e2), donc (—=7/5,—1/5) dans le repére (O, 1, j).

’ . 61

La conique %,

Conclusion
Pour terminer, voici la liste exhaustive des types de coniques.
a) L’ensemble vide (exemple : 2% + y? = —1),
b) Un point (exemple : 22 + 32 = 0),
¢) Une droite (exemple : 2% = 0),
d) Deux droites paralléles (exemple : 22 = 1),
e) Deux droites sécantes (exemple : 22 — y? = 0),
f) Une parabole (exemple : 22 —y = 0),
g) Une ellipse (exemple : 22 + 2y% = 1),
h) Une hyperbole (exemple : 22 — 2y = 1).
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