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Exercice 1 : Rayons de convergence. Déterminer le rayon de convergence
des séries entières suivantes :

a)
∑ sh3(n)

ch(n)
zn, b)

∑ n3 + 1

n+ 4n
z2n, c)

∑ 2n(−1)
n

n
zn

d)
∑

anz
n, où ∀n ∈ N, a2n = 3n et a2n+1 =

1

(n+ 1)n

Exercice 2 : Calculer une somme de série entière. Calculer les sommes
des séres entières suivantes sur leur disque de convergence :

a)
∑

n2zn, b)
∑ 2sh(n)

n(n+ 1)
zn, c)

∑ 1

2n+ 1
xn pour x > 0

d)
∑ 1

(n(n+ 2)
xn pour x ∈ R, e)

∑ cos(θ)

n!
zn pour θ ∈ R,

f)
∑ 4nn!2

(2n+ 1)!
z2n+1

Indication pour la dernière série :

Poser a2n+1 = 4nn!2

(2n+1)! , établir que ∀n ∈ N∗, (2n + 1)a2n+1 − 2na2n−1 = 0.

En déduire la somme en résolvant une équation di�érentielle du premier ordre.

Exercice 3 : Développement en série entière. Montrer que les séries
suivantes sont développables en série entière au voisinage de zéro.

a) f : x 7→

{
sin(3x)
sin(x) si x ∈ R \ πZ
3 si x ∈ πZ

b) f : x 7→ 4x+ 1

4x3 − 3x+ 1

c) f : x 7→ e
−x2

2

∫ x

0

e
t2

2 dt

Exercice 4 : Théorème des zéros isolés. Soit
∑
anz

z une série entière de
rayon de convergence R non nul. Soit f la somme de la série sur ] − R,R[ et
a ∈]−R,R[. On suppose qu'il existe une suite (xn)n∈N ∈]−R,R[N telle que :

lim
n→+∞

xn = a, et ∀n ∈ N, f(xn) = 0

Montrer que f est identiquement nulle.
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Exercice 5 : Théorème de Liouville. Soit
∑
anz

n une série entière de
rayon de convergence +∞. Soit f : C → C la somme de cette série entière.

a) Montrer que ∀r > 0,∀n ∈ N, anrn = 1
2π

∫ 2π

0
f(reiθ)e−niθdθ.

b) En déduire qu'il existe M > 0 tel que ∀r > 0,∀n ∈ N, an ≤ M
rn .

c) Montrer alors que si f est bornée sur C alors f est constante.
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