Planche n° 12. Espaces préhilbertiens. Corrigé

Exercice n° 1
Soit n € N. Posons £, = (X> —1)™ de sorte que L,, = E%n). L, est un polyndéme de degré n car £, est de degré 2n.
1) a) Soient n € N* et P € E. Une intégration par parties fournit

1 1

()™M P() ax = [(6) ™ (P(o)] —Jﬁl(en)(“-”(xw'(x) dx.

(LalP) = f] Lo (x)P(x) dx = J

—1

Maintenant, —1 et 1 sont racines d’ordre n du polynoéme &£, et donc, pour tout k € [O,n], —1 et 1 sont racines d’ordre
n—kde B%k) et en particulier racines de ({,,)®) pour k € [0,n — 1]. Donc

1
(LolP) = —L (6) D ()P (x) dx.

1
Plus généralement, si pour un entier k € [0,n — 1], (Ln|P) = (—1)kJ' (0) ™% (x)PF) (x) dx alors
-1

(LalP) = (=1)* ([(&“k”(x)w”(x)]]_] -

1
On a montré par récurrence que pour tout entier k € [0,n], (L,|P) = (-1 )kJ (0) ™% (x)P¥) (x) dx. En particulier
—1

1 1
(LolP) = (=)™ L L (x)PM(x) dx = L (1—=x2)"PM(x) dx ().

Cette derniére égalité reste vraie pour n =0 et on a montré que

n

1
vn e N, VP € R[X], (Ln|P) :J (1—x%)"PM(x) dx.
—1

Soient alors n et p deux entiers naturels tels que 0 < p < n. Puisque deg(L,) =p <n, on a (Ly|L,) = 0. On a montré
que

La famille (Lx)ogkgn est une base orthogonale de 1'espace (R[X], | ).

b) On applique maintenant la formule (x) dans le cas particulier P = L. On obtient

1 0

(1—=x2)"dx =2 x (Zn)!J' (1—cos®t)™(—sint) dt

1
ILall? = | (=) L) dx =2 (2t | )

0
/2

=2x (Zn)!J sin?™ Tt dt =2 x (2n)!Wyn o1 (intégrales de WALLIS).
0

, n (2n)x (2n—2) x...x 2 22nn!? .
O t v N, W =—— Wy, 1 = = . On obtient al
n « sait » que Yn € N, Wo, 11 T Vo Gnil) x n 1) x ... %3 1 Zn i)l n obtient alors
22nn!2 22n+1n!2
LalP= ——— x2x(2n)="———
enll™ = Gy ¥ 2 BV =
vneN, L] = 2 2"n!.
P n+1 ’
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2n+1 1
2 2l ™

On en déduit que la famille ( ) est une base orthonormale de (R[X], | ). Pour n € N, on pose
neN

/2 11
Py = n; ] ((X2 — 1)“)(11). La famille (Py)nen est une famille orthonormée de (R[X], | ). De plus, V¥n € N,
deg (Pn) =n et donc la famille (Pn)nen est une base orthonormée de (R[X], | ).

2) Chaque P, n € N| est de degré n et donc, Vn € N, Vect(Py, ..., Pr,) = Vect(1, X, ..., X™) et de plus, pour n € N

1 1 1

no__ _ ny — - 2
PalX® = 2o ((Pr)ldom(Pr)X™) = 2o (PalPr) = o [P

car P, € (Po,...,Puo1) - = (1,X,..., X" 1)L = (R,_1[X])*. Ceci montre que P,|X™ > 0.

L’orthonormalisée de la base canonique de R[X] est la famille des polynémes de LEGENDRE

(V2 0=y

3) R;[X] est un sous-espace vectoriel de dimension finie de R[X]. Donc, la distance de X3 a R;[X] est bien définie.

1 3 1

neN

Une base orthonormée de R;[X] est (Po, P1) avec Py = 7 et P = 5 X 3 X (X2 — 1)/ = ZX'
Le projeté orthogonal de X3 sur Rq[X] est
T3 3 3
(X3|Po) Po + (X3[P1) Py = 7 (X)) 1+ 5 (X°IX) X,
! L 1 2 3 2, 3
avec X3|1 = J' B dt=0et X3|X = J' ttdt=2x 5= 5 Donc, le projeté orthogonal de X3 sur Ry [X] est 7 % gX = EX.
1 —1

Par suite,

2 1 2 2 2
2 3 3 1 6 1 9 1 13
X3 Ry X)) = [Ix3 = 2x :J B3 areaf(l_ 8,1 _,(1_3
(4 (X%, Ra[X)) ‘ 5 ]< 5¢) ¢ 7 55573573 7725
72><42
T 72 x 252
W2 42
3 _ _
etdoncd(X,R1[X])_7x25_—175_

Exercice n° 2
1) e Soient P et Q deux polyndmes. La fonction t — P(t)Q(t)e™" est continue sur [0, +o0l et est négligeable en +oo devant

— d’apres un théoréme de croissances comparées. Donc la fonction t — P(t)Q(t)e " est intégrable sur [0, +oo[ et @(P, Q)

existe dans R.
e La symétrie, la bilinéarité et la positivité de 'application ¢ sont claires. De plus, pour P € E,

+oo
@(P,P)=0= J P2(t)e tdt=0
0

=Vt € [0, 400, P?(t)e"t = 0 (fonction continue positive d’intégrale nulle)
=Vt € [0, 400, P(t) =0 (car ¥t € [0, +oo[, e * #0)

= P =0 (polyndome ayant une infinité de racines).

Ainsi, la forme @ est définie et finalement

I’application ¢ est un produit scalaire sur E. I

2) a) Soit n € N. La formule de LEIBNIZ permet d’écrire

n,—x)(m) _ = n ny(n—k) / —x\ (k) - = n\ n!
(Xre ™) eX = (Z (k) (X™) ™ (e7X) )eX—Z(—l)k(k)EXk.

k=0
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En particulier, Vn € N, deg(hn) =n (et dom(hy) = (—1)™) et on sait que

la famille (hp)nen est une base de R[X].

b) Soient P € E et n € N*. Soit A > 0. Les deux fonctions t — (t™e~*)(™~1) et P sont de classe C' sur le segment [0, A].
On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

A A A A
J P(t)hn(t)e * dt:J POt ™)™ dt = [P (tne )] —J P/(t)(te Y1) dt
0 0 0 0

Maintenant, (t"e~t)(™=1) peut s’écrire Q(t)e™t ot Q est un polynome et donc P(t)(t"et)™=1)(t) tend vers 0 quand t
tend vers +oo d’aprés un théoréme de croissances comparées. D’autre part, la formule de LEIBNIZ montre que le polyndéme
Q a une valuation au moins égale a 1. On en déduit que la fonction t — P(t)(t"e t)(™~1)(t) s’annule en 0. En faisant
tendre A vers 4-oc0, on obtient

+oo too
J P(Uhn(t)e™" dt = —J PlYtre ™ at.
0

De maniére générale, pour 0 < k < n— 1, les remarques précédentes s’appliquent a la fonction t — P(K)(t)(tme t)(n—k=1)

et par récurrence on obtient

+oo “+o00
vk € [0,n], J P(t)hn(t)e " dt = (—nkj P (g)(tme ) (m R dt.
0

+oo too

En particulier, pour k = n, on obtient J P(t)h,(t)e * dt = (-1 )“J P (t)t" et dt. Cette égalité reste vraie quand
0

n =0 et on a montré que

P(t)hn(t)e tdt = (=)™ Jﬂo PM(t)thet dt.
0

+oo
VP e RIX], V/n € N, ¢(P,h,) = J
0

En particulier, si n € N* et deg(P) < n, on a P(™) =0 et donc @(P,hy) = 0. Ainsi, Vn € N*, h,, € (R,,_1[X])*. Puisque
vn € N, deg(h,) =n, on en déduit en particulier que ¥Yn € N*, Vk € [O,n — 1], @ (hn,hi) =0 et on a montré que

la famille (hy)nen est une base orthogonale de I'espace préhilbertien (RIX], ).

¢) Soit n € N. Puisque deg(h,) =n et dom(h,) = (—1)", on a h;n) = (—1)™n!. La question précédente fournit alors

+oo +oo
hM(t)the ™t dt = n!J the tdt =nIT(n+1) =n!?,

0

[ha])? = (—nnj

0

et donc ||hy, || = n!l. Par suite,

1
la famille (—hn) est une base orthonormale de 'espace préhilbertien (R[X], ).
neN

n!

Exercice n° 3

L:)?—E:z) est continue sur ] — 1, 1[. Ensuite, Papplication t — %?_(t) est bornée
PIOQEM) _ PMQM) T (;
Vi—tZ2 I+t VT-t VI—t

est intégrable sur un voisinage de 1 a gauche. De méme, quand t tend

P(t)Q(t)
i-v

est intégrable sur | — 1, 1[ et @(P, Q) existe.

1) e Soit (P, Q) € E2. L’application t

-+

au voisinage de 1 car continue en 1 et donc quand t tend vers 1,

1 . o P(t)Q(t)
= < 1, on en déduit que I'application t —» ———
2 ane A N

PIOQ(Y) _
W e o

) . Puisque

1
vers —> et application t — est intégrable sur un voisinage de —1 & droite. Finalement,

V4t
P(t)Q(t)

V1—t?

e La symétrie, la bilinéarité et la positivité de ¢ sont claires. De plus, pour P € E,

I'application t —
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(P, P) —O:>J1 PP 4o
PLF, e
P2(t) : : N
=Vt el —1,1] = = 0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)

1—t
=Vtel—1,1[P(t) =0 = P =0 (polyndme ayant une infinité de racines).

Ainsi, I'application ¢ est définie et finalement

I’application ¢ est un produit scalaire sur E. I

2) a) Soit (n,p) € N?. En posant t = cos 0, on obtient

(—sin0d0) :J cos(n0) cos(ph) do,
0

Ta(H)Ty(t) g JO Tn(cos0)Tp (cos 0)
V1—t2 ) V1 —cos?20

(pour 0 €]0,7t[, sin® > 0 et donc v/1 — cos? 0 = |sin 0] = sin0). Si de plus, n # p,

@(Tn,Tp) = %L (cos((n+p)0) + cos((n—p)0)) dO = % [sin(:?pp)e) N sin(gl:pp)ﬂ)}

o Ty) =

=0.

0

Ainsi, la famille (T, )nen est orthogonale. De plus, on sait que Yn € N, deg(T,) = n et on a donc montré que

la famille (T, )nen est une base orthogonale de ’espace préhilbertien (E, @).

b) Soit n € N. Quand p = n, la formule précédente fournit

, 1" msin=0
(1Tl :zL(1+cos(2n9))d9: gsin>1 ,

et donc

Vrsin=0

vneN, |Ta|| =
RIS IV

1) Montrons que E est un sous-espace de (RY, +,.). La suite nulle est élément de E. Soient (u,v) € E2 et (A, n) € R%. Pour
tout entier naturel n, u%l + szl —2unvn = (un —vn)z > 0 et donc

Exercice n° 4

0 < (Mtn + uvn)? = A2U2 4 220t vn + v < A2u2 + Ap(ud +v2) 4+ p2v2 = (A2 + Aw)ud 4+ A+ p2 2.

Par hypothése, la série de terme général (A? + Ap)u? + (Ap+ p?)v2 converge et on en déduit que la suite A + pv est de
carré sommable. On a montré que

E est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel (RY, +, ).

2) e Soient u et v deux éléments de E. Pour tout entier naturel n,

1
|unvn‘ < z(ui +V121)-

Ainsi, la série de terme général u,v,, est absolument convergente et donc convergente. Ceci montre que ¢(u,v) existe
dans R.

e La symétrie, la bilinéarité et la positivité de ¢ sont claires. De plus, pour u € E,

+oo
eu,u) =0= Zuﬁ:OéVneN, w2 =0=u=0.

n=0
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En résumé, 'application ¢ est une forme bilinéaire, symétrique, définie, positive et donc

I’application ¢ est un produit scalaire sur E. I

Exercice n° 5

Soit (A, B) € (n(R))?.

(D(A,B) = TI‘(tA X B) = Z ai,jbi,j-

1<i,jsn
L’application @ n’est autre que produit scalaire canonique de .#;, (R) et en particulier est un produit scalaire. La base
canonique de .#» (R) (constituée des matrices élémentaires) est orthonormée pour ce produit scalaire.

L’application @ n’est pas un produit scalaire sur .#,(C). Par exemple, si A = iEy; # 0 alors *AA = —E;; puis
Tr(*tAA) = -1 <0.

Exercice n° 6

Soit N une norme sur E vérifiant V(x,y) € E? (N(x +y))? + (N(x —y))? = 2((N(x))? + (N(y))?).
Il faut montrer que la norme N est associée & un produit scalaire B. Si B existe, B est nécessairement défini par

¥(x,y) € B2 B(xyy) = 2((N(x+)? — (N(x—y))?).
Réciproquement,
e Pour tout x € E, B(x,x) = %((N(ZX))Z — (N(0))?) = ;1(4(N(X))2 —0) = (N(x))? et donc Vx € E, B(x,x) > 0 puis
B(x,x) =0 & x = 0. De plus, ¥x € E, N(x) = 1/B(x,x).
o Vix,y) € B2, By, x) = 7((N(y +x))2 — (N(y —x))2) = 1 (NG -+ y))2 — (N(x— y))2) = Bixy)

e Vérifions alors que 'application B est bilinéaire.
1) Montrons que Y(x,y,z) € E3, B(x +y,z) + B(x —y,z) = 2B(x, z).

B(x +y,2) +B(x—y,2) = 2 ((N(x +y +2))* = (N(x+y—2))* + (N(x —y +2))* = (N(x —y — 2))?)

(N(x+y+2))* + (N(x =y +2))?) = ((N(x +y —2))* + (N(x —y —2)))

(2(N{x +2))? + (N(y))?) = 2((N(x = 2))* + (N(y))?) (par hypothese sur N)

Y NCR N N R Ny

((N(x+2))% = (N(x = 2))*) = 2B(x, 2).

1

2) Montrons que ¥(x,z) € E?, B(2x,z) = 2B(x, z). Tout d’abord, B(0,z) = L—‘((N(z))2 — (N(—2))?) = 0 puis d’aprés 1)

B(2x,z) = B(x + x,z) + B(x — x,z) = 2B(x, z).

3) Montrons que Y(x,y,z) € E3, B(x,z) + B(y,z) = B(x +y, z).

X+ X — X+ X —
B(x,z)+B(y,z):B( 2y+ zy,z)+B< zy— zy,z>

=2B (%,Z) (d’aprés 1))
=B(x+vy,z) (d’aprés 2)).

4) Montrons que ¥n € N, V¥(x,y) € E?, B(nx,y) = nB(x,y).

e Clest viaipourn=0etn=1.

e Soit n > 0. Supposons que V(x,y) € E2, B(nx,y) = nB(x,y) et B((n + 1)x,y) = (n + 1)B(x,y). Alors

B((n+2)x,y) + B(nx,y) =B((n+2)x + nx,y) = B2(n + 1)x,y) = 2B((n + 1)x,y),
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et donc, par hypothése de récurrence, B((n + 2)x,y) = 2(n + 1)B(x,y) — nB(x,y) = (n 4+ 2)B(x, y).
5) Montrons que ¥n € Z, ¥(x,y) € E%, B(nx,y) = nB(x,y). Le résultat est acquis pour n > 0. Pour n € N,

B(nx,y) + B(-—mx,y) = B(O)y) =0 et donc B(_nxsy) = —B(nx,y) = —nB(x,y),

1 1
6) Montrons que ¥n € N*, V(x,y) € E2, B (Hx,y) = HB(x,y).

1 1 1 1
B(x,y) =B <an,y> =nB <Hx,y> et donc B (Hx,y> = HB(x,y).

7) Montrons que ¥r € Q, ¥(x,y) € E?, B(rx,y) = rB(x,y). Soient (p,q) € Z x N* puis v = %

B(rx,y) =B (%x,y) =pB (%x,y) = %B(x,y) =1B(x,y).

8) Montrons que VYA € R, V(x,y) € E?, B(Ax,y) = AB(x,y). Soit A un réel. Puisque Q est dense dans R, il existe une
suite de rationnels (T )nen convergente de limite A.
Maintenant, application N : (E,N) — (R,||) est continue sur E car 1-Lipschitzienne sur E. Donc

X —  N(x)

B(Ax,y) =B( lim ryx,y)= lim B(rax,y) = lim r,B(x,y) =AB(x,y).

n—-+oo n—-+4oo n—-+oo

Finalement, 'application B est une forme bilinéaire symétrique définie positive et donc un produit scalaire. Puisque Vx € E,
N(x) = v/B(x,x), N est la norme associée a ce produit scalaire. On a montré que

toute norme vérifiant I'identité du parallélogramme est une norme hilbertienne. I

Exercice n° 7
Soit i € [1,n].

n

1=lel2 =) (eile))* =1+ ) (eile;)?

=1 i

et donc Z(eilej)z = 0.0n en déduit que Vj # 1, (eilej) = 0. Ainsi, pour tout couple d’indices (i,j) tel que i # j, on a
jAL
eile; = 0. Par suite

la famille (ei)1<ign est une famille orthonormale.

Il reste a vérifier que si F = Vect(ey, ..., e, ) alors F = E.
Soit x un vecteur de E. F est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. On peut donc définir le projeté orthogonal
pr(x) de x sur F. On sait que

n
pr(x) = D _(xled)es.
i=1
n
On en déduit que [|[pr(x)|? = Z(x\ei)z = ||x||?. D’aprés le théoréme de PYTHAGORE,
i=1

e —pr(a)[2 = [x]12 — [pe(x)]12 =0,

et donc x = pr(x) ce qui montre que x € F. Donc F = E et finalement

la famille (ei)1<ign est une base orthonormée de E.
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Exercice n° 8

1) L’existence, la bilinéarité, la symétrie et la positivité sont immédiates. Soit P € R[X].

1
O(P,P)=0= J f(t)P2(t) dt =0
0

=Vt e [0,1], f(t)P?(t) = 0 (fonction continue positive d’intégrale nulle).

Maintenant, la fonction f est continue, positive sur [0, 1] et n’est pas nulle. Donc la fonction f est strictement positive sur
un intervalle ouvert non vide inclus dans le segment [0, 1]. Par suite, le polynéme P a une infinité de racines et finalement

P =0.

L’application @ est un produit scalaire sur R[X].

2) L’orthonormalisée de la base canonique de R[X] répond a la question.

3) Soit n un entier naturel non nul. Le polynéome P, € (Po,...,Pn_1)* = (Ry_1[X])*. Soit p le nombre de racines réelles

d’ordre impair du polynéme Py. Soient ay,..., ap ces racines (deux & deux distinctes, réelles et d’ordre impair) dans le cas
oup>=1.Sip=>1,onpose Q= (X—aj).(X—ap)etsip=0,onposeQ=T.

Sip < mn, le polyndéme Q est orthogonal a P, car de degré strictement plus petit que le degré de P,,. D’autre part , au vu
de la définition de Q, la fonction t — f(t)P(t)Q(t) est continue sur [0, 1], de signe constant sur [0, 1], d’intégrale nulle
sur [0, 1]. La fonction t — f(t)P; (t)Q(t) est donc nulle. On en déduit que le polynéme P, est le polynéme nul ce qui n’est
pas. Donc p =n ce qui signifie que le polynéme P, a n racines réelles simples.

Exercice n° 9

1) Soit F = Vect(x1,...,xn) et m = dimF. Soit Z = (ei)1<igm une base orthonormée de F puis M la matrice de la famille
(%j)1<j<n dans la base 2. M est une matrice rectangulaire de format (m,n).

Soit (1,j) € [1,m] x [1,n]. Puisque la base % est orthonormée, le coefficient ligne 1, colonne j de la matrice ‘MM est

m

Z M, i M, = (Xilx5),
k=1

et on a donc
G(X1,X2y ey Xn) = 'tMM.

Puisque rg(x1, ..., Xn) = rgM, il s’agit de vérifier que rg(*MM) = rgM. Pour cela, montrons que les matrices M et MM
ont méme noyau.
Soit X € Mn,1(R). X € KeeM = MX =0 = "MMX = 0 = X € Ker(*MM) et aussi

X € Ker(tMM) = tMMX = 0 = IXXtMMX =0 = {(MX)MX =0 = |[MX|2 =0 = MX =0 = X € KerM.

Finalement, Ker(*MM) = KerM et donc, d’aprés le théoréme du rang, rg(x1, ...,xn) = rgM = 1g(*MM) = 1g(G (X1, X2, eevy X1 ) ).

I‘g(G(X],Xz, ~-~an)) = rg(x1 yoe ~)Xn)-

2) D’apres 1) et puisque *MM est une matrice carrée de format n,

(X1y eeey X ) lie & 18(X1,X2y ey Xn) < M E 1E8G(X1,X2y ey Xn) <N E G(X7,X2, .eey Xn) & GLn (R)
= Y(X],Xz, ...,Xn) =0.

De plus, quand la famille (x1,x2, ..., Xy ) libre, avec les notations de la question 1), on a m = n et la matrice M est une
matrice carrée, inversible. On peut donc écrire

Y(X1,X2, ey Xn) = det(tMM) = det(*M) x det(M) = (detM)? > 0.

(X1y .y xn) lite © y(x1,...3xn) =0
(X7y eeey Xn ) libre & y(x1,...,%n) > 0.
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3) 1ére solution. Soit x un vecteur de E et pg(x) son projeté orthogonal sur F. Dans la premiére colonne de y(x, X1, ..., Xn),
le théoréme de PYTHAGORE permet d’écrire (puisque x — pr(x) € F*)

(x/x) Ix — pr(x) + pr ()2 Ix = prx)|I + [[pr(x)]2
(xIx1) B (x —pr(x) +pr(x)x1) B (pr(x)x1)
(xlxn) (x — pr(x) + Pr(c)lxn) (P (X)xn)
Ix — pr(x)|I2 (Pr(¥Ipr(x)
0 (pr(x)x1)
= . + :
0 (Pr(x)lxn)

Apreés avoir remplacé aussi en premiére ligne les (x|xi) par (pr(x)[xi), on obtient par linéarité par rapport a la premiére
colonne

Y(XsXhXZ) -~-)Xn) = Y(X_ pF(X)sXHXZ) '~-)Xn) +Y(pF(X))X1vX2) -~-)Xn)

Maintenant, pr(x) est dans F et donc la famille (pg(x),x1,X2, ..., Xn ) est liée puis d’aprés la question 2) Y(pr(x), X1,X2, coey Xn) =
0. I reste Y(xy X1, X2y eeey Xn ) = V(X — Pr(X), X1, X2, ..., Xnn ) €t en développant suivant la premiére colonne, on obtient

Vx € B, Y(x, X1, 00y Xn) = Y (x = PE(X), X1, X2, ey X ) = [[x = PE(X) |2V (X175 X2 vy X

Finalement

Y(X1 y X2y eeny Xn)

||X_pF(X)|| — \/Y(X)X1)X2) ---)Xn)

n
2éme solution. Posons pr(x) = Z Aixq puis d = ||[x — pr(x)]| de sorte que
i=1

a2 = (x — pr(x)l(x = pr(x)) = (x — pr(x))x = [[xI|2 = (xIpr (x)).

D’autre part, pour chaque i € [1,n], x|xi = (x — pr(x)xi) + (pr(x)Ixi) = (pr(x)[xi). Par suite, les n + 1 réels d?, Aq,...,
An sont solutions du systéme d’équations linéaires

d2+ A (X|X1) +...+ ?\n(x|xn) = ||X||2
A(xalxa) + .o+ An(x1lxn) = (xIx1)
A (xnlx1) + .0 F A (Xnlxn) = (XIxn)

Le déterminant de ce systéme d’inconnues d?, A7, ...An, vaut y(x1,X2,...,Xn) > O et le systéme est de CRAMER. Le
déterminant associé a I'inconnue d? est y(x,X1,X2, ..., Xn ) et les formules de CRAMER refournissent

Y(X)XI)-H)XTI)

a? = :
Y(Xl)'-')xn)
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