Colle PCSI CORRECTION SEMAINE & 2013-2014

EXERCICE 1 :

(E): y +y = cos(z)
» La solution générale de I’équation homogene associée y' +y = 0 est yg(z) = e ™, (A € R).

» On détermine une solution particuliere yp de (E) de la forme yp(x) = A(x)e™™ ou A est une fonction dérivable
sur R (variation de la constante). On obtient :

Ainsi yp est solution particuliére si et seulement si X' (z)e™* = cos(z) < N (z) = e” cos(z).

1
En utilisant une intégration par parties(*), on obtient par exemple A(z) = §e”” (sin(z) + cos(x)), ce qui donne la
1
solution particuliere yp(x) = §(sin(x) + cos(z)), et la solution générale de I’équation (E) est de la forme :

y(x) = yu(z) +yp(z) = e ™" + %(Sin(x) + cos(x)) avec X € R.

Yz € [0;400],

ly(z)| = [Ae™ + %(Sin(m) + cos(x)

= 4(0)] < e~ + |3 (snle) + os(o)

1
= y(x)] < [Ale™ + §| sin(z) + cos(z)| care”* <1
1
= |y(x)] < [A+ §(|sm(x)| + | cos(x)|) car|sin(x)] < let|cos(z)| <1

= [y(z)] <[A[+1

1
ce qui prouve que y est bornée sur [0; +oo[. Pour A =0, y(z) = §(sin(3:) + cos(z)) et la fonction est périodique.

EXERCICE 2 :

(E) : y + ay = cos(z)e /2.

)
» La solution générale de 1’équation homogeéne associée y' + xy = 0 est yy(x) = Ae=2/2, (A eR).

» On détermine une solution particuliere yp de (E) de la forme yp(z) = )\(x)e_””Q/ 2 o1 A est une fonction dérivable
sur R (variation de la constante). On obtient :

Ainsi yp est solution particuliere si et seulement si A’ (x)e_zz/ 2= cos(x)e_“”z/ 2 & N(x) = cos(z).
Le choix de A(z) = sin(z) donne la solution particuliere yp(x) = sin(z)e~*"/2, et la solution générale de I'équation

(E) est de la forme :
y(z) = yu(z) + yp(z) = Ae™"/2 4 sin(x)e*"/2 avec A € R.
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EXERCICE 3 :
(E) : xy'(z) + y(x) = arctan(z).
A
» La solution générale de I’équation homogene associée zy'(x) + y(z) = 0 est yy(xz) = =, (A € R).
x
P . e Az) . R,
» On détermine une solution particuliére yp de (E) de la forme yp(z) = ol A est une fonction dérivable sur
x
R (variation de la constante). On obtient :
Alz)
yp(z) = —
N(z)  Ma)
! — —
Yp (:L') - T $2
zyp () +yp(x) = N(x)
Ainsi yp est solution particuliere si et seulement si \'(z) = arctan(z).
1
Par une intégraton par parties (*), on obtient rapidement : A\(z) = -3 In(1+ 2?) + xwarctan(z) et donc I'ensemble des

solutions de (FE) est de la forme :

1 A
Sip) = {;p — 5 In(1 + 22) + arctan(z) + 2 s R}

*) . _ _ _ & — _ 1 2
I (*) : Az) = /a,rcta,n(a:)dx PP Tots [z arctan(x)] / 2 dz x arctan(z) 5 In(1+ z=)

primit.usuelle

EXERCICE 4 :

(_em + e3z)

N =

1. y"(z) — 4y’ (x) + 3y(x) = 0, solution vérifiant les conditions initiales — y(x) =

—2t

2. 2"(t) + 22'(t) = 0, solution vérifiant les conditions initiales — x(t) = e

N | =
N —

3. ¢ (z) — 6y'(x) + Yy(z) = 0, solution vérifiant les conditions initiales — y(x) = re3®

1
4. 2" (t) 4+ 2x(t) = 0, solution vérifiant les conditions initiales — z(t) = % cos(v/2t) + sin(v/2t)

V2

1
5. y"(x) + 2y (x) + 3y(x) = 0, solution vérifiant les conditions initiales — y(x) = e~ 7 (—

% sin(x/it))

EXERCICE 5 :

Non corrigé.

EXERCICE 6 :

y'(x) = (m+ 1)y’ (x) + my = e® — x — 1 ot m est un parametre.
On note (H) 'équation homogene.

» Soit (E.) I'’équation caractéristique 2 — (m + 1)r +m = 0 (déduite de 1’équation homogene). Le calcul du
discriminant donne A = (m — 1)2, ce qui induit deux cas puisque A > 0.

e si m =1 alors A = 0 donc (E.) admet une racine double r = 1 et la solution générale de I’équation (H) est
yu () = Cre® + Cyxe®, avec (C1,Cy) € R?

e sim # 1 alors A > 0 donc (E.) admet deux racines distinctes :

1—-m-1 1 -1
m+—|m| et ro = w qui donnent 1 et m suivant que m > 1 oum < 1.

= 2 2
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La solution générale de I'équation (H) est yu(x) = Cre® + Cae™®, avec (Cy,Co) € R?

» On recherche désormais une solution particuliere de I’équation
y'(x) = (m+ 1)y (z) + my(z) = e, (E1)

e Si m # 1, comme 1 (dans e!*®) est racine simple de 1’équation caractéristique, on recherche une solution

particuliére de la forme yp(z) = aze®, ce qui donne :

yp(x) = aze

yp(z) = a(e” + ze)

yp(z) = a(e” + e + ze”)

() — (m + Dyp(x) + myp(z) = ae®(—m + 1)
Ainsi yp est solution particuliére si et seulement si ae”(1 —m) =e* & a = T
-m
On obtient donc, comme solution particuliére : yp(x) = . T oo,
-m

e Si m = 1, comme 1 (dans e!*%)

particuliére de la forme yp(z) = ax

est racine double de 1’équation caractéristique, on recherche une solution
2e®, ce qui donne :

yp(x) = ax®e”®
yp(r) = a(x?e” + 2ze”)
yh(x) = a(2e” + 2%e” + 4xe®)
yp(x) = 2yp(x) + yp(z) = 2ae”
1
Ainsi yp est solution particuliére si et seulement si 2ae® = e* < a = 3

2

x
On obtient donc, comme solution particuliere : yp(x) = ?ez.

» On recherche désormais une solution particuliere de I’équation

y'(x) = (m+ 1)y () + my(z) = —z — 1, (Ea)

e Sim = 0 alors 0 est racine simple de (EC'), on recherche une solution particuliére de la forme yp(z) = 2(ax +b),
ce qui donne :
yp(x) = az® + bx
yp(z) =2az +b
(x)
)

1

yp(x) = 2a
yh(x) — yp(r) = —2a22a — b
- . C e . —2a=-1 a=1/2
Ainsi yp est solution particuliére si et seulement si —2a22a —b= -2z —1 & % —be—1 T b=2 .

1
On obtient donc, comme solution particuliére : yp(x) = x <§z + 2>.

e Sim # 0 alors 0 n’est pas racine de (EC'), on recherche une solution particuliere de la forme yp(x) = ax + b, ce

qui donne :
yp(z) =ax+b
yp(z) =a
yp(z) =0
yp(r) = (m+ Dyp(x) + myp(x) = maz +mb — (m + 1)a
Ainsi yp est solution particuliere si et seulement si maz +mb—(m+1)a=—z—-1< ma = —1 &
mb—ma—a=—1

Lo e

On obtient done, comme solution particuliére : yp(z) = ——x — 5
m m

» Une solution particuliere de (E) s’obtient en ajoutant les solutions particulieres de (E7) et de (Es2).

» SOLUTIONS Générales (synthese des résultats)
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EXERCICE 7 :

3
() : "(x) + ¥/ () + y(x) = cos (§x) -
» L’équation caractéristique associée a I’équation homogene (H) est 72 +r+1 = 0 et les solutions sont les nombres

complexes conjugués :
~1+iv3 -1-iv3
ry = T — et ry = —5

La solution générale de (H) est donc yg(z) = (C’l cos (?m) + Cssin (?m)) e /2 (C,03) € R?

14
» Comme —; iv3

yp(z) = (aa: cos ( ) + bx sin ( >) e %/2 ce qui donne :
yp(x) = (aw cos ( + bz sin (?w)) e /2

)+
yp(@) = <( Lot 7f ) cos <§x> Fo— Yo “Tﬁw) sin <§x>> e

yh(a) = ((bf— b3, gmcos(ﬁ) +(=b- f+“f ~Va)sin <§x))/

est racine de ( , on recherche une solution particuliére de la forme :

7’ 2

\

Ainsi yp est solution particuliére si et seulement si

(1 08y (52 10 i (02 Yoo o () o { 2 0VB=T {00

1 3 3 3
On obtient done, comme solution particuliére : yp(z) = (—x cos (£x> + im sin (%m)) e /2,

4 2
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