PCSI 843
2017-2018

LYCEE DU PARC

Devoir surveillé 1

Exercice 1. Appliquons la méthode du pivot de Gauss.

xr 4+ Xy — z = a — z + Ay -z = a
2 + Ny + z = 0 LLQ3:LL237_2LLE -y  + 3z = —2a
xr + 2y + z =1 2-Ny + 2z = 1—a
— x + Ay -z = a
L3<—L3—%L2 —)\y + 3z = —2a
(2—- 3Ny = 1+ ia
Si A # 6, on obtient y = %, puis z = 7“’\gf”/‘\+)‘ et x = —“’\72_“;”‘

Si A =6, il n’y pas de solution pour a # —3.

Si A =6 et a =—3, le systéme est équivalent a
r + 6y — 2z = -3
-6y + 3z = —6
soit
z + 6y — z = -3
2 — z = 2

Les solutions sont alors (z,y, z) = (—4y — 5,7,2y — 2) avec v € R.

On conclut

aX —2a+2\ 3+ X a\—4da+ A
1. Si I le soluti to =9 —
Si A # 6, ’ensemble solution est S {( 6% '6-N  6_x >}

2. Si A =6 et a # —3, 'ensemble solution est S = 0.
3. Si A\ =6 et a = —3, 'ensemble solution est S = {(—4y — 5,7,2y —2) ; ~€ R}

Exercice 2.

On cherche a résoudre

2|a* —2z| — |z —1|—1<0.
On rappelle qu'un trinéme du second degré az? + bz + ¢ est du signe opposé & celui a si  est entre
les 2 racines réelles (si elles existent) de az? + bz + ¢ = 0 et du méme signe sinon.
On remarque que 22 — 22 change de signeen z =0 et x =2 et 2 — 1 en z = 1.

On en déduit

T —00 0 1 2 ~+00
|2? — 24 r? — 2z ] —x? + 22 | —2?4+22 | 2?-22
|z — 1 —x+1 ] —x+1 ] x—1 | -1
2|2 — 22| — o —1] -1 202 —-3x -2 | —222+5x-2 | —222+3z | 22232

On rappelle qu'un trinéme du second degré az? + bz + ¢ est du signe opposé & celui a si  est entre
les 2 racines réelles (si elles existent) de az? + bz + ¢ = 0 et du méme signe sinon.

On discute selon les cas :




Six <0, les racine de 22% — 3z — 2 sont —3 et 2. Comme le coefficient dominant (a) est positif,

z € [-1,1]. On trouve donc
1
S1=[—2,0].
1 [ 92’ ]
e Si 0 <z <1, les racine de —2x2 + 5z — 2 sont % et 2. Comme le coefficient dominant (a) est

négatif, x €] — 00, 3] U [2, +00[. On trouve donc

S =0, 5],

e Sil<x <2 lesracine de —2x2 + 3z sont 0 et % Comme le coefficient dominant (a) est négatif,
z €] — 00,0l U [2, +00[. On trouve donc

3
83 = [5’ 2]
e Si 2 <, les racine de 222 — 5 sont 0 et % Comme le coefficient dominant (a) est positif, il faut
donc z € [0, g] On trouve donc

)
Sy =[2, 5]
On conclut que I'ensemble solution est
S= [_%70] U [07 %] U [%72] U [27 g] = [_%7 %] U [%7 g]

Exercice 3.

1. Casp=1:

(a) En mettant au méme dénominateur, on a

a b (abtbk+ta
ko k+1  k(k+1)

Une condition suffisante est donc a = 1 et b = —1 (I'unicité n’est pas demandée). On conclut

1

k+1

* 1
VEe N gy =

=

(b) En utilisant la question précédente, on calcule

1
P Dy

(Changement d’indice deuxiéme somme)

1

On conclut (v1,, =1 — 725

(c) Par passage a la limite, dans 'expression précédente, on conclut que

la suite (vq,,) converge vers o(1) = 1.




2. Cas général

(a) En mettant au méme dénominateur, on obtient

1 1
Up—1,n — Up—-1n+l = nn+1)---(n+p—1) N (n+1)---(n+p)
- (n+p)—n _ p
nn+1)---(n+p) nn+1)--(n+p)

= DPlUpn

On conclut |Vp > 1,Vn > 1,  up—1n — Up—1,n+1 = P Upn- ‘

(b) En utilisant la question précédente, on a

n

n
1
Up,n Zupvk == Z (Up—1,k = Up—1,k+1) -
k=1 p

k=1

Par télescopage, on conclut donc

Up,n

(c) Pour p>1, 0ona

0 < up_ = < — 0.
= Up—Lintl (n+1)---(n+p) ~ n+1lns+oo

On en déduit que

1
v — —Up_1.1 =
pvnn%Jroop p—1,1

1 1

1
1_).1-2-3---(1+p—1) p-pl

On conclut que

pour p > 1, la suite (vn,p) converge vers o(p) = -

Exercice 4.

1. On calcule directement u
Iy(a) = / eldt=[-e i =1-e""
0

On conclut donc

Ip(a) =1—e""

2. (a) La formule de dérivation d’'un produit nous donne, pour n > 0,

n\ / n n—1 n
) = (5 ) e+ 2 ) = e - S = o) - fule)

n! n! (n—1)! n!

De plus, f,,(0) = 0"~ = 0. On conclut donc que

pour tout z € Ret n >0, on a f)(x) = frn1(z) — fn(x) et f(0) = 0.

(b) Pour n > 0, en intégrant, I’égalité obtenue a la question précédente, on a

/ "t = / " ()t - / Cfaltat,

fnla) = fn(0) = In_1(a) — In(a).

an

P n—1(a) — In(a)

soit

Il en résulte

et on conclut



(c)

Vn >0, Iy(a)—I,—i(a)=——e""%

Montrons par récurrence, que

n k
—a a
Vn € N, In(a) =1-—e kE F
=0

Initialisation :

Pour n = 0, grace a la question 1, on a Iy(a) = 1 — e~ . La propriété est donc vraie au rang

0.
Hérédité :

nok
a

Supposons qu’a un rang n fixé, on ait I,(a) =1 —e™ ¢ E B
k=0

Gréace a la formule démontrée a la question précédente, on a

an+1
1 =1 ——e %
wial0) = Iufa) — e
Il en résulte en utilisant ’hypothése de récurrence :
nok n+1 n+tl
_ _ s a a_ _ a —a __ _ s a a
Inti(a)=1—e 2 1 7(714_1)!6 =1-e kz_o

La propriété est donc héréditaire.
On conclut donc

VneN, I,(a)=1 —e*“Za—-

Pour £ <0,0n a0 < e <1. On en déduit
Ve e [0,1], 0<e <1

. n . .
Puis comme 75 > 0, il en résulte

Vre[0,1], 0<e®< -

n!

On conclut donc "
vre[0,1], 0< fulz) <

n!

Comme les bornes sont dans le bon sens, on a

1 ltn 1
o< | fua< | Lar= .
_/Of() _/On! (n+1)

On conclut que

1

Comme (n+ 1) — 400, on a donc u,, —> 0.
n——+oo n—+oo

On en déduit que

k" n—-+oo
k=0
d’ou
n
o e(l—u) —
—=e(l—u e
k! " oo

et on conclut



Exercice 5.
1. La fonction f; est dérivable sur [0, +oo[, grace aux régles de composition et

fi(z) = (1 - 22%)e™".
Sur [0, +oc[, le seul point d’annulation est z = % De plus, en posant y = z2, par croissance

comparée, on a

1
lim ze® = lim y: = 0.
T—400 y——+oo ey
On a donc
T 0 % 400
filw) | + 0 -
V2

0 0

2. La fonction f3 est dérivable sur [0, 4+o00[, grace aux régles de composition et
2

fi(x) = (322 — 2zh)e ",

Sur [0, +oo], le seul point d’annulation est z = \/g . De plus, en posant y = 22, par croissance
comparée, on a

[SIY

lim z% %" = lim ¥ _ 0.
T—+00 y——+oo eY
On a donc
T 0 \/g 400
filx) |+ 0 -
0 0
3. On a

fi(@) = fa(z) =2(1 —2%)e ™.
On en déduit

Nl@)—felx) | + 0 =

4. On a
fi(@) = fa(z) = x(1 - 2?)e™™,
On en déduit



...............................

1
V2 1 2

5. La fonction f, est dérivable sur [0, 400], grace aux régles de composition et
fr(z) = (nz"1 - 2::3”“)6712.

Sur [0, +o0], le seul point d’annulation est z = \/g De plus, en posant y = x2, par croissance
comparée, on a

. 2 .
lim z"e™® = lim Z— =0.
T—+00 y—+o0 e

On a donc

On en déduit que

en r, = /5.

fn atteint un maximum y,, = (§> e

6. Gréce a la question précédente, les coordonnées de Sy sont (1, %)
De plus, fn(1) = 1ne1* = % On en déduit que

Le point Sy appartient & C,, pour tout n > 1. ‘




7. Onay, = <g)%e_

En factorisant, on obtient

SIE
|
w3
_l’_
©l3

—
5
w3

=€

n n n
—C s =2 (-14m7).
3 Ty T\ g
Ce qui implique
hm—ﬁ—i—ﬁl 2——i—oo
n 2 2 2

On conclut

Exercice 6.

1. Soit une solution (zg, yo, z0) avec une composante nulle, on a alors
To + Yo + 20 = 0.
Comme tout est positif, on en déduit que nécessairement xg = yo = zg = 0. On vérifie que c’est

bien une solution.

2. Soit une solution (xg,yo, z0) avec aucune composante nulle. Supposons que zy = max(zg, Yo, 20)
On a alors
To + yo = (Toyo — 1)20.

Si gy > 3, on aurait xoyg — 1 > 2 d’oi, par positivité
2max(xo, Yo, 20) > To + Yo = (Toyo — 1)z0 > 2max(zo, Yo, 20)-

Impossible.
3. Supposons zy = max(zo, Yo, 20) avec (g, Yo, 20) solution avec aucune composante nulle. Grace a la
question précédente, les seules possibilités pour (xg, yo) sont les éléments de {(1,1), (1,2), (1,3),(2,1),(3,1)}.
On teste les 3 premiéres possibilités, les deux derniéres s’en déduisent :
— x9 = yo = 1 donne 2 + zy = zy. Impossible!
— x9 =1 et yg = 2 donne 3 + zy = 2z soit zg = 3.
— x9g = 1 et yg = 3 donne 4 + zg = 3z soit zg = 2. Contradictoire avec I’hypothése zy =

max(mo, Yo, ZO).

Par symétrie des roles, on conclut que I’ensemble des solutions est

S ={(0,0,0),(1,2,3),(2,1,3),(2,3,1),(1,3,1),(3,2,1), (3,1,2)} .|




