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Devoir surveillé 3 corrigé

Exercice 1.

1. Les développements limités usuels nous donnent :
sin(z) = z— "+ o (2°)
x 3
sh(z) = z+—+4 o (2°)

tan(x) = s+ 4 o (z%)

3 x—0
x3 x3
On en déduit sh (z) —sin(z) ~ — et tan(z) —x ~ —.
z—0 3 z—0 3
3
h(z) — si = -
1 en résulte - (z) — sin(x) 3 =1 et on conclut M — 1.
tan(x) —x =0 % an(z)—z L0
e’ — e?* — sin(x) ) L
2. en z = 0. Les développements limités usuels nous donnent :
VI+3s—V1+2z—1%
sin(z) = x4+ o (2%
z—0
x? 9
e’ = 1+x+€+mgo(:c )
2
_ o 2
l+z = 1+2 8+xgo(x)
Par composition, on en déduit
9 42 )
e — e —sin(z) = 1430+ 222—1-20— — —a+ o (%) = =2* + o (27)
2 2 z—0 2 z—0
et
x 3r 922 2 4a? x )
1480 —VIit2r—-=14+0 - 122 20 2 22 2y,
R B i R
2 : 3 2 : 5 2 T 5 2
On en déduit que e** —e** —sin(z) ~ —z?et V1+3z—1+2r—% ~ ——z°et on
z—0 2 rz—0 8
3r _ 2 o
conclut ¢ © sin(e) 4.

Vitse —Vit2e_foo0

3. En factorisant, on a
oL _ 2 _ 2 (ex2+1—2m _ 1) _ e (e(mfl)2 _ 1) .

2 . . 2
Comme e** — =e? et (z — 1) — =0, on en déduit e 7' — e ~ e*(z —1)%
z—1 z—1 z—0



Pour le dénominateur, on pose x = 1+ h. On obtient alors, par les développements limités

usuels,
2

h
In(r) —x+1=m(l+h)—h=——+ o (h?),

2 h—0
| (z = 1)
1 — 1 ~ ——
soit In(x) — z + o~ 5
z2+1 2z 2 2 2241 2z
e —e e‘(x —1 e —e
Il en résulte ~ ( 2> et on conclut | ————— — —2¢”.
In(z) —z+1 21 _@ In(z) —x +1 a1

. On a en mettant au méme dénominateur et par les équivalents usuels

1 1 _2"—(In(l+x)" 2" —(In(l+z))"

(In(L +2)» 27 znln(l +2)" =2-0 x2n

Par normalisation, on a

d’ott (In(1 + )" = 2™ (1 Ty (:E))n =" (1 et oo(x)>. On en déduit

2 z—0 2 T—
n __ n__ _ n+1 n+1
P W+ ) = =B )
Sin # 0, on a donc
1 1 —gamtt n
(In(1 +2))" a7 e=0 20 2gn-l’

On conclut

m — %n a une limite nulle en x = 0 pou n = 0, une limite égale a —% en
= 0 pour n = 1 et une limite infinie en x = 0 pou n > 2.

Exercice 2.

Traitons d’abord le cas, ot == # 1, on a alors
’ cos(x) ?

T n+1
e
o \'_ <COS($)) _cos(z)mt — el e cog(g)ntl — eilntle
S \eosa)) T T o) (eos(a) —¢%)  eosn (@) (isinGa) |
cos(z)

En passant a la partie réelle, on obtient

i cos(kr)  sin((n+ 1))

cos(z)*  cos"(x)sin(z)

k=0
Dans un premier temps, on doit donc résoudre

T

(&

cos(z) 71
z # 5[n]
sin ((n+ 1)) = 0.



On en déduit

e
1
cos(z) 7
z # 5m]
(n+ 1)z = 0[n]
Puis comme | =) = ‘Cosl(m)‘, la condition C(fsia) # 1 est équivalente & x # 0[x| (Vérification
a faire).
On en déduit
x # 0[]
x # 5m]
T = O[HLH]
Les solutions sont donc alors « = k75 avec niﬂ n’est pas un entier ni congru a % modulo 1.

Il reste le cas ot une solution x vérifierait x = 0[r]. On vérifie que si x = 0[27] ou & = 7|27,
il ne peut étre solution.

On conclut

T k 1
— : 7 N
S {kn+1 ke etn+1¢0{2]}

Exercice 3.

1. Comme fy =1t +> 1, on en déduit

_ 2 2 2t o (e
Comme f1 =t 55 et oo = Traw = 21+(et)27

e

Fi(z) = /Ox Q%dt =2 [arctan(et)}g = 2arctan(e”) —

. 4 4 _ 402
Comme fg =1 (el et et+e_t)2 — efty2e2t110

y = e*, soit 2¢*'dt = dy et on a (en modifiant correctement les bornes) :

on peut poser le changement de variable

72 €t 7

2z 2z 2z

T et e dy e dy 1 ]¢
Aa)=[ 4—  qr=2f Y _of Y __o| - | £ -
(@) /0 et 4 202 + 1 /1 yr4+2y+1 /1 (1+y)? [ y+1L

On conclut

et Fy(z) = ot

e2r 41’

Fo(x) =z, Fi(x) =2arctan(e®) —

wol

2. On conclut directement en utilisant la question précédente que

Fy n’a pas de limite finie en +o0o et F| a pour limite u; = 5 en +o0.




Pour F5, on a, par les équivalents usuels,

eQm -1 eQm

FQ(ZL‘) =

T L
e + 1 a—4o0 27

On conclut donc que

‘FQ a pour limite uo = 1 en +oo.‘

. En utilisant 'indication, on calcule

B xChQ(t)—l B v shQ(t)
Fue) ~ Fualo) = | it = [

Comme les fonctions sont de classe C!, on peut faire l'intégration par parties suivante

_ sh(®) _ L
Ut = @y () = ~am@ey
v(t)=sh(t)  v'(t)=ch(t)

et on obtient alors

1 * v 1
F,(x) — Fhi9(x) = |— sh(t)| — — ch (t)dt
0=t = |~ @), - [ armmmpe
sh (z) 1
- F,
D@y a1 @
En manipulant les 2 membres, on conclut donc bien
Vn e N F, =-2F, —she
n ) +2<.§U) n+1 (SU) + (n41) (Ch x)nJrl
. Montrons par récurrence que
Vn > 1, F, et F, .1 ont une limite finie en 4o00.

Initialisation :

Pour n = 1, le résultat a été démontré a la question 2.
Hérédité :

Soit n > 1 fixé, tel que

F, et F, ., ont une limite finie en +o00.

On a grace a la question 3,

n shx
Foio(x) = F.(z) + .
Comme ch (z) = &= ey et sh(z) = €=~ et %, on a

sh z % m 0 ( - 0)

~ = — car n

() ()™ e gy ()T e
" 2

Comme F,, admet une limite finie u,, en 400, on en déduit F, ;s admet une limite finie
Upio = nLHun
On conclut donc

F,+1 et F,1o ont une limite finie en +o0.

La propriété est donc initialisée et héréditaire, elle est donc vraie pour tout n.
On conclut donc que



Vn > 1, F, admet une limite finie u, en +o0 et la suite (u)y>1 vérifie u; = 7,

ug =1 et
k

kE+1

VE>1, upypo= ug,

5. Pour obtenir un développement limité a l'ordre 5 en 0 de F;, calculons un développement
limité d’ordre 4 de sa dérivée, on a par les développements limités usuels, comme I’entier

n est fixé,
h(t) = 1+t2 + i + o (t"
¢ - 2 24 %
n(n+1)

u? + o (u?)

(1+u) = l—nu+ 5 9

En composant (v =ch (t) — 1= % + % + t—0>0(t4))’ on a donc

1 2\ nn41) (2 )
S R nn—b(t b 2 A
(ch ()" " (2 * 24) T (2 i 24) .9, +,9,#);
2
Comme ch (¢) =1 ~ 5o onen déduit

t—0
n n  nn+1)
=14 (==L !

(ch (0)" > +< 247 3 ) 9,
soit

B n n(n — 2)
falt) =1— 5752 t =

Comme F,,(0) = 0, on en déduit par primitivation des développements limités

4 4
b t—0>0(t )

nn=2),5 1 (z).

_ 3
Fo(z) =2 — §2° + =5 9

Exercice 4.

1. Comme -1 n’est pas solution, on a z est solution si et seulement si

1_ n
< z) :_1.
1+ 2

Comme e est une racine n-éme de —1, on en déduit qu'il existe k& € [0,n — 1] tel que

1—=z i 2km ; (k4 D)m
= ene n = e n
1+ 2

On en déduit

i (2k+1)7

(1-2) = (L+2)e 5,

soit (2k+1) (2k+1)
(I+e" ™ )z=1—¢"m
. . 2k+DT , . .
On remarque qu’il faut exclure le cas ot e’ = ~ = —1, I’équation n’a alors pas de solution

0z = 2. Sous cette condition, on divise et on obtient

. (2k+1)w . (2k+1)w (2k+1)m
l_ez% e”( o —el( o ) (2k3+1)7T
= S(2k+1)m L (2k+DL)w Tkt Dm —itan 27 .
L4e" Y 4 et n



R - (2k+1)m . , . N
Les valeurs de k a exclure sont celles tel que ¢ » = —1, ce qui est équivalent a

GEHDm = rloq].

I faut donc exclure les valeurs de k tel que 2k + 1 = n[2n], soit k = “[n].
Comme k est un entier, pour qu'une telle valeur existe, il faut n impair, puis comme
k € [0,n — 1], la seule valeur alors & exclure est ;1.

On conclut que 'ensemble des solutions est

S = {—itan <W) ke ﬂO,n—l]]\{n;I}}.

. Utilisons la formule du binéme de Newton et séparons les termes pairs et impairs. On
obtient

n_ N\ gk _ N\ okyn—2k n 2k+17n—2k—1
(a+b) —Z(k)ab _Z(Qk)a b +Z(2k+1)a b :
keN

keN keN

En spécialisant, a = o et b = 1, on obtient

oSGl B R

keN keN
De méme en prenant a = —« et b = 1, on obtient
(1-a)" = Z n (—a)? + Z n (—a)2+1 = Z n gk — azﬁk
2k 2k +1 2k '
keN keN kEN kEN

Par sommation, on conclut donc

2 (;2)“ = % (1+a)"+(1—a)").

keN

. Grace a la question précédente, on déduit que S est solution de (E,) si et seulement les
racines carrées de  sont racines de (1 — 2)" + (1 4 2)” = 0. En utilisant la question 1,

2k +1
on en déduit que les racines de (E,) sont de la forme aj = — tan? <<2¢) avec
n
-1
ke [0,n—1]\ {n 5 (- Comme tan(m — z) = —tan(z), on a o = ay_1-g, o0 peut

réduire 'intervalle d’entiers et on conclut

2k +1 —1
Sk :{—tanz((QJ);keN et O§k<n2 }

" n

Comme 0 < k < 251, on a W € [0, 5[ et la fonction ¢ — tan®(t) est bijective de [0, 5|
sur R*. On a donc bien déterminé l'ensemble des solutions. Il y a donc "1 solutions

2
distinctes si n impair et § solutions distinctes si n pair.



Exercice 5.

Soit @ € R, on déterminer le lieu géométrique des points M d’affixe z tel que

R
EESTR

Comme tout est positif, on peut mettre au carré et ’équation est donc équivalente a

z#1
2] = a® |z — 17,

En passant sous forme cartésienne z = z +iy, on a |z|* = 22 + 12 et |z — 1> = (2 — 1) 412
L’¢quation |z|° = a2 |z — 1> devient 22 4 y% = a®(z — 1)2 + a2y, soit

(1 —a®)2* + 2ax + (1 — a*)y* — a®> = 0.

Si1—a?=0,soit a =1, on obtient 2z — 1 = 0. Le lieu géométrique est une droite d’équation
1

Sil—a®+#0,onaalors 22 + 227 4 y? — £, = .

1—a? 1—a?

a \° a a? .
D’ou (:L’+1_a2) +y - (1—a2)2_ 2 = 0. On en déduit

+ < 2+ ? !
x = — 0.
1—a? Y (1 —a?)?

2

On trouve alors un cerce de centre w ( >
—a

0) et de rayon

_1
[1—a?]"



