Colle PCSI SEMAINE 10 2013-2014

EXERCICE 1 :

zvxZ+1

Dy =R— {1}, et f(z) = 1

1
L f=wwavecu:z— &, v:x— (1+22)2 et w:a e En utilisant les DL3(0) des fonctions usuelles
x

présentes dans f, on obtient

1 1
(1+2%)3 =1+ §z2 + o(x?) . { (produit)

L =z — 22+ 0(2?) f(z) = —x — 2% + o(2?)

z—1
Ainsi la tangente Ty & Cy en 0 a pour équation y = —z et la courbe de f est au-dessous de cette droite. (en effet
f(x) — (—z) = —2% + o(2?) et —2% < 0)

2. Pour étudier le comportement de f(x) au voisinage de +00, aprés avoir remarqué que f(z) o x, on effectue un
o0

DLy(0) de £ f)

au voisinage de +oc0.

1
f(x) 241 1+

T r—1 1—=

1
= — 1 = 1 = .
On pose t - et ¢ ST 0, puis f(x)/z =tf(1/t) = g(t)

V1+1t2 1 3
g(t) = 1: (1+§t2)(1+t+t2)+0(t2)1+t+§t2+0(t2)
13 1 3 1
Hs’e“u“q“e@”5*@*&(5)‘”(@“”ﬂﬂ‘;@'

La droite d’équation cartésienne y = x + 1 est asymptote & Cy au voisisnage de +oo et la courbe est située

3 1
au-dessus de son asymptote. (en effet f(z) — (z+1) = % + K (5))

EXERCICE 2 :

DL1p(0) de F(x dt,z €R:

-

Soit g(t) =

xT
et G:xr— / g(t)dt la primitive de g qui s’annule en 0.
0

1
V14t

2 1
Compte-tenu des notations, F'(x) = 22G’(2?) — G'(z) = 2xg(2?) — g(x) i

CVI+E Vitat
1.4 8

Pour z voisin de 0, g(z) =1 — 5 + 3% + o(2?), ce qui permet d’écrire que :

1 3
F'(x) :—1+2$+§x4—§x8 — 2% + o(2?)

1 1 1
On intégre (F(0) = 0) et 'on obtient : F(z) = —z + 2% + 1—0305 — ﬂxg — 1—03010 + o(z19).

EXERCICE 3 :
1 1
lim [ —— — — | ?
250 (sim2 (x) xz)
1 1 (z —sin(x)(z + sin(z)) % X2z 1
sin?(x) 2?2 22 sin? () e=0 ozt 3

1
La limite vaut donc 3"
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EXERCICE 4 :

Calculer le développement limité a ’ordre n en a de :

Fonction n|a Réponse Indication
e’ 1 3 1
1 cp 202 23 3
N 310 + 2:E+ g% ~ 5% + o(z?)
11
In*(1 + 2) 410 2% —2® + Ex‘l + o(z?)
1 1 ) 61
7 0 1 — .2 -4 6 7
cos(z) T g gy Tol)
tan(z) 510 + 284 205 4 o(a) tan(x) = sin(z) x —
n = —z° + o(z an(x) = sin(z
ane T3 18 cos(x)
Lo 1 4 1 56 6
In(cos(z)) 610 5% % T T + o(z®) In(cos(z)) = In(1 — (1 — cos(x)))
ou (z — In(cos(x))) = — tan(z)
1 ) ) 35
In(2cos(x) +sin(z)) | 4 | 0 | In(2) + 2%~ §x2 + ﬂJ’B - @:64 + o(x?)
evVite 310 e—i—%x—i—%aﬁ + o(x?)
EXERCICE 5 :
Branches infinies de la courbe Cy représentant la fonction f(x) = xarctan ( ° 1).
T —
Remarquons que lim f(z) = T et lim flx)=—=.
r—1 2 z—1 2
r>1 <1
On a également f(z) ~ —. E ta =2 btient f(z) = £ (L) = ~ arcta Lo
n a également f(z) ~ -~ Enposant z = —, on obtient f(z) = f | ~ | = —arctan { ;— | ~g(u).
'(u) ! ! X ! 1(1 + u + o(u)), ce qui permet d’obtenir, compte-tenu de ¢(0) T
u) = — = — _— = — s — = —,
g 2 — 2u + u? 2 1_(u_%) 2 ,» ¢& qui p p g 1
2
_r, v, v 2
glu) = T+ 2+ o), et
1 ™ 1 u
f(a) —E+§+Z+O(u)
s ™ 11 1 s
c’est & dire, f(x) = —x 4+ = 4+ — + 0| — | au voisisnage de +00 et de —c0.
4 2 4z T

T
. . 4
et en dessous au voisinage de —oo.

1
La droite d’équation y = —x + 3 est asymptote a C¢. La courbe est au-dessus de cette droite au voisinage de +oo,

EXERCICE 6 :

1 — cos(z)
tan?(x)
en 0, et que la fonction ainsi prolongée (notée g) admet un DL3(0) qu’on calculera.

Prouver que la fonction g : © —— définie au voisinage de 0 (sauf en 0) peut étre prolongée par continuité

2
e 1 — cos(x) it Lot tan?(x) Rt

1 1
2 on a donc g(r) — = ; on prolonge g en posant g(0) = =.
z—0 2 2

e 1 —cos(z) et tan®(x) ont des DL(0) dont le premier terme dans la partie réguliere est en x?
un DL5(0) de 1 — cos(z) et de tan®(z).

2 a4 1 22
> 1—cos(r)=1-— (1%+%+0(x5)) = x? <§%+0(x3))

, on va donc former
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1 2 2
> On sait que tan(z) = z + gac?’ + 1—5305 + o(z®) et comme 1+ tan®(z) = tan’(z) = 1+ 2%+ §x4 + o(z) et donc

tan?(2) = a? (1 +2a 0@3))
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