
Mathématiques	:	1Bac	SM
Séance	14-1	:	Arithmétique	dans	 	(Cours)

Professeur	:	Mr	CHEDDADI	Haitam

Sommaire
I-	Divisibilité	dans	l'ensemble	
1-1/	Divisibilité	dans	
1-2/	Division	euclidienne	dans	
1-3/	Division	euclidienne	dans	
II-	Nombres	premiers
2-1/	Nombres	premiers
2-2/	Détermination	des	nombres	premiers
2-3/	Décomposition	en	produit	de	facteurs	premiers
III-	Plus	grand	commun	diviseur	-	Plus	petit	commun
multiple
3-1/	Plus	grand	commun	diviseur
3-2/	Calcul	pratique	du	P.G.C.D	:	L'algorithme	d'Euclide
3-3/	Plus	petit	commun	multiple
3-4/	Nombre	de	diviseurs	d'un	entier	naturel	non	nul
IV-	Congruence	module	
4-1/	Congruences	module	
4-2/	Propriétés	de	la	relation	«	congruence	modulo	»
V-	L’ensemble	
5-1/	Classes	d'équivalence
5-2/	Opérations	dans	l'ensemble	

I-	Divisibilité	dans	l'ensemble	
1-1/	Divisibilité	dans	
Définition



Soit	 	et	 	deux	entiers	relatifs.
On	dit	que	 	divise	 ,	et	on	écrit	 	s’il	existe	 	tel	que	 .
Autrement	dit	:	
On	dit	aussi	que	 	est	divisible	par	 ,	ou	que	 	est	un	multiple	de	 ,	ou	encore
que	 	est	un	diviseur	de	 .
Applications
Soit	 	et	 	deux	entiers	relatifs	non	nuls.
1.	 Montrer	que	:	

Soit	 	et	 	deux	éléments	de	 ,	et	 	un	entier	naturel	non	nul.
2.	 a-	Montrer	l'équivalence	suivante	:	
2.	 b-	Montrer	que	si	 	divise	 ,	alors	:	 	et	
Proposition
Soit	 ,	 ,	 	et	 	des	éléments	de	 .
Alors	:

Applications
Soit	 ,	 ,	 ,	 	et	 	des	éléments	de	 	tels	que	 	et	 .
1.	 Montrer	que	:	

Soit	 	et	 	deux	entiers	relatifs.

2.	 Établir	l’implication	:	

3.	 Déterminer	toutes	les	valeurs	de	l’entier	relatif	 	pour	lesquelles	:	

Soit	 	et	 	un	diviseur	commun	des	entiers	 	et	 .
4.	 Déterminer	les	valeurs	possibles	de	 	sachant	que	:	
5.	 Résoudre	dans	 	l’équation	suivante	:	

1-2/	Division	euclidienne	dans	
Théorème
Soit	 	et	 	deux	entiers	naturels	tels	que	 .
Il	existe	un	unique	couple	 	tel	que	 	et	 .



L’opération	qui	permet	la	détermination	du	couple	 	est	appelée	la	division
euclidienne	de	l’entier	 	par	l'entier	 	dans	 .
Les	entiers	 ,	 ,	 	et	 	sont	appelés	respectivement	le	dividende,	le	diviseur,	le
quotient	et	le	reste.

1-2/	Division	euclidienne	dans	
Soit	 	et	 	deux	entiers	naturels	tels	que	 .
Il	existe	un	unique	couple	 	tel	que	 	et	 .
L’opération	qui	permet	la	détermination	du	couple	 	est	appelée	la	division
euclidienne	de	l’entier	 	par	l'entier	 	dans	 .
Les	entiers	 ,	 ,	 	et	 	sont	appelés	respectivement	le	dividende,	le	diviseur,	le
quotient	et	le	reste.
Applications
1.	 Déterminer	le	quotient	et	le	reste	de	la	division	euclidienne	de	 	par	 	dans

chacun	des	cas	suivants	:

Les	restes	de	la	division	euclidienne	des	nombres	 	et	 	par	un	entier
naturel	non	nul	 	sont	respectivement	 	et	 .
2.	 Déterminer	la	valeur	de	 .

La	division	euclidienne	de	l'entier	 	par	un	entier	naturel	 	donne	 	comme
quotient	et	 	comme	reste.
3.	 Déterminer	les	valeurs	des	nombres	 	et	 .

Soit	 .
On	désigne	par	 	et	 	le	quotient	et	le	reste	de	la	division	euclidienne	de	 	par	

	respectivement.
4.	 Déterminer	les	valeurs	de	 	et	 	sachant	que	 .

II-	Nombres	premiers
2-1/	Nombres	premiers
Définition
Soit	
On	dit	que	 	est	un	nombre	premier	si	 	et	 ,	où	
désigne	l'ensemble	des	diviseurs	de	 .
Remarque
Si	 	est	premier	dans	 ,	alors	 	est	premier	dans	 .



Plus	précisément	:
( 	est	premier	dans	 ) 	;	( 	est	premier	dans	 )

C’est	pour	cette	raison	qu’on	va	se	contenter	dans	la	suite	du	ce	chapitre	du
traitement	des	nombres	positifs,	et	l’ensemble	des	nombres	premiers	positifs
sera	noté	 .
On	a	donc	l’équivalence	:	 ( 	et	 	premier)
Applications
1.	 Montrer	que	les	nombres	suivants	ne	sont	pas	premiers	:

2.	 Montrer	que	tout	nombre	premier	positif	et	distinct	de	 	et	 	s’écrit	sous	la
forme	 	ou	 .

Pour	tout	 ,	on	pose	:	
3.	 Déterminer	les	valeurs	de	 	inférieur	à	 	et	pour	lesquelles	 	n’est	pas

un	nombre	premier.

2-2/	Détermination	des	nombres	premiers
Proposition
Soit	 	un	nombre	non	premier	et	différent	de	 .
Le	plus	petit	diviseur	propre	de	a	(c’est-à-dire	distinct	de	 	et	 )	est	un	nombre
premier.
Théorème
Soit	 	un	entier	non	premier	et	supérieur	ou	égal	à	 .
Alors,	il	existe	au	moins	un	diviseur	premier	 	du	nombre	 	et	vérifiant	 .
En	d'autres	termes	:

( 	est	un	nombre	premier) ( 	n’admet	pas	de	diviseur	premier	dans	
)

Applications



1.	 Parmi	les	nombres	suivants,	lesquels	sont	des	nombres	premiers	:

2.	 En	utilisant	le	crible	d’Eratosthène,	déterminer	les	nombres	premiers	qui
existent	entre	 	et	 .

Pour	tout	 ,	on	pose	:	
3.	 Montrer	que	si	 	est	premier,	alors	 	est	un	nombre	premier.
Théorème
L’ensemble	 	des	nombres	premiers	positifs	est	infini.

2-3/	Décomposition	en	produit	de	facteurs	premiers
Tout	entier	relatif	 	distinct	de	 	et	 	peut	s'écrire	et	de	façon	unique	sous	la
forme	 	où	 	des	nombres	premiers	positifs	et
distincts,	 	des	éléments	de	 	et	 .
Cette	écriture	est	appelée	la	décomposition	de	 	en	produit	de	facteurs
premiers.

Applications
1.	 Décomposer	les	nombres	suivants	en	produit	de	facteurs	premiers	:

2.	 Décomposer	en	produit	de	facteurs	premiers	le	nombre	 .
3.	 Décomposer	en	produit	de	facteurs	premiers	le	nombre	 	où	

.
Proposition
Soit	 	un	entier	naturel	supérieur	ou	égal	à	 	et	tel	que	sa	décomposition	en
produit	de	facteurs	premiers	est	:	
-	Pour	qu’un	entier	naturel	 	soit	un	diviseur	de	 ,	il	faut	et	il	suffit	que	sa
décomposition	en	produit	de	facteurs	premiers	s’écrit	sous	la	forme	

	avec	 	pour	tout	 .
-	Pour	qu'un	entier	naturel	 	soit	un	multiple	de	 ,	il	faut	et	il	suffit	que	sa
décomposition	en	produit	de	facteurs	premiers	s’écrit	sous	la	forme	

	avec	 	pour	tout	 	et	 	est
produit	des	facteurs	premiers	distincts	de	 .



III-	Plus	grand	commun	diviseur	-	Plus	petit	commun
multiple
3-1/	Plus	grand	commun	diviseur
Définition
Soit	 	et	 	deux	entiers	relatifs	non	nuls.
Le	plus	grand	commun	diviseur	de	 	et	 ,	noté	 	ou	 	ou	
,	est	le	plus	grand	des	diviseurs	strictement	positifs	communs	à	 	et	 .
Remarques
-	On	convient	que	pour	tout	 	:	
-	La	définition	précédente	peut	être	encore	formulée	par	l'équivalence	suivante	:

-	Soit	 	et	 	deux	entiers	relatifs	non	nuls.
Si	 	alors	:

	et	 	et	 .
Pour	tout	 	:	

Proposition
Soit	 ,	 	et	 	des	entiers	relatifs	non	nuls	et	 	un	entier	naturel	non	nul.
Alors	:

3-2/	Calcul	pratique	du	P.G.C.D	:	L'algorithme	d'Euclide
Soit	 	et	 	deux	entiers	relatifs	non	nuls.
Si	 	et	 ,	alors	:	
En	d'autres	termes	:	Lorsque	 	ne	divise	pas	 ,	le	plus	grand	commun	diviseur
des	entiers	 	et	 	est	égal	au	dernier	reste	non	nul	obtenu	grâce	à	l’algorithme
d'Euclide.
Explication	de	l'algorithme	d'Euclide
On	considère	deux	entiers	 	et	 .
-	On	effectue	la	division	euclidienne	de	 	par	 	:	 	avec	

Si	 ,	on	arrête	l’algorithme	en	déduisant	que	 .



Si	 ,	on	continue.
-	On	effectue	la	division	euclidienne	de	 	par	 	:	 	avec	

Si	 ,	on	arrête	l’algorithme	en	déduisant	que	 .
Si	 ,	on	continue.

-	Etc.
Notons	que	le	processus	engagé	va	s’arrêter,	car	sinon,	on	construirait	une	suite
d’entiers	naturels	strictement	décroissante,	ce	qui	est	impossible.
Il	existe	donc	un	entier	 	tel	que	 	et	 .
Par	conséquent	:	
Applications
1.	 En	utilisant	l’algorithme	d'Euclide,	déterminer	le	plus	grand	commun	diviseur

des	entiers	relatifs	a	et	b	dans	chacun	des	cas	suivants	:

Soit	 	un	entier	naturel	supérieur	ou	égal	à	 .
2.	 En	utilisant	l’algorithme	d’Euclide,	montrer	que	:

Proposition
Soit	 ,	 	et	 	des	entiers	relatifs	non	nuls.
Alors	:

Soit	 	tel	que	 	et	 	avec	
	des	nombres	premiers	positifs	et	distincts	et	 	si	 	n’apparaît

pas	dans	la	décomposition	de	 	et	 	si	 	n’apparaît	pas	dans	la
décomposition	de	 .
Alors	:

	avec	 	pour	tout	

3-3/	Plus	petit	commun	multiple
Définition
Soit	 	et	 	deux	entiers	relatifs	non	nuls.



Le	plus	petit	commun	multiple	de	 	et	 ,	noté	 	ou	 	ou	
,	est	le	plus	petit	des	multiples	strictement	positifs	communs	à	 	et	 .
Remarques
-	On	convient	que	pour	tout	 	:	
-	En	notant	 	l’ensemble	des	multiples	de	 ,	on	a	:	

Le	plus	petit	élément	de	l’ensemble	 	est	donc	 .
-	Soit	 	et	 	deux	entiers	relatifs	non	nuls.
Si	 ,	alors	:

	et	 	et	 .
Pour	tout	 	:	

Proposition
Soit	 ,	 	et	 	des	entiers	relatifs	non	nuls.
Alors	:

Soit	 	tel	que	 	et	 	avec	
	des	nombres	premiers	positifs	et	distincts	et	 	si	 	n’apparaît

pas	dans	la	décomposition	de	 	et	 	si	 	n’apparaît	pas	dans	la
décomposition	de	 .
Alors	:

	avec	 	pour	tout	
Soit	 ,	 	et	 	des	entiers	relatifs	non	nuls.
Alors	:

Applications
1.	 Déterminer	 	dans	chacun	des	cas	suivants	:



Soit	 .
2.	 a-	Établir	les	égalités	suivantes	:	
2.	 b-	Montrer	que	si	 ,	alors	:	

Soit	 	et	 	deux	éléments	de	 .
3.	 Montrer	que	:	

3-4/	Nombre	de	diviseurs	d'un	entier	naturel	non	nul
Proposition
Soit	 	la	décomposition	d’un	entier	naturel	non	nul	en
produit	de	facteurs	premiers.
Le	nombre	de	diviseurs	positifs	de	 	vaut	:	
Applications
On	considère	le	nombre	 	avec	 	et	 	deux	nombres	premiers	distincts.
1.	 Déterminer	le	nombre	de	diviseurs	de	 	puis	donner	ces	diviseurs.
2.	 Montre	que	:

( 	est	premier	dans	 ) (la	somme	des	diviseurs	de	 	est	 )

IV-	Congruence	module	
4-1/	Congruences	module	
Définition
Soit	 	un	entier	naturel	non	nul.
On	dit	que	deux	entiers	relatifs	 	et	 	sont	congrus	modulo	 	si	 	divise	 ,
c’est-à-dire	s’il	existe	un	entier	 	tel	que	 .
On	écrit	:	
Applications
1.	 Compléter	chacune	des	égalités	suivantes	par	un	entier	naturel	convenable	:

2.	 Déterminer	la	valeur	de	vérité	de	chacune	des	propositions	suivantes	
	:

3.	 Déterminer	les	valeurs	de	l’entier	relatif	 	vérifiant	l’égalité	suivante	:	

4-2/	Propriétés	de	la	relation	«	congruence	modulo	»
Proposition
Soit	 	un	entier	naturel	non	nul.
La	relation	«	de	congruence	»	est	une	relation	d’équivalence	sur	 ,	c’est-à-dire	:

« » « » « »



1)	Elle	est	réflexive	:	
2)	Elle	est	symétrique	:	
3)	Elle	est	transitive	:	
Soit	 	un	entier	naturel	non	nul	et	 .
Alors	:
1)	 (Les	restes	respectifs	des	divisions	euclidiennes	de	 	et	de	 	par	

	sont	égaux).
2)	Si	 	et	 ,	alors	:	 	et	
3)	Si	 	et	 ,	alors	:	
4)	Si	 	et	 ,	alors	:	
Applications
Soit	 	et	 	deux	entiers	relatifs	tels	que	 	est	le	reste	de	la	division	euclidienne
de	 	par	 ,	et	 	est	le	reste	de	la	division	euclidienne	de	 	par	 .
1.	 Déterminer	le	reste	de	la	division	euclidienne	de	chacun	des	nombres

suivants	par	 	:

2.	 Montrer	que	le	reste	de	la	division	euclidienne	du	nombre	
par	 	est	égale	à	 .

3.	 Déterminer	que	le	reste	de	la	division	euclidienne	du	nombre	 	par	 .
4.	 a-	Déterminer	les	restes	de	la	division	euclidienne	par	 	des	nombres

suivants	:

4.	 b-	En	déduire,	selon	les	valeurs	de	l’entier	naturel	 ,	le	reste	de	la	division
euclidienne	de	 	par	 .

5.	 Déterminer	l’ensemble	des	entiers	naturels	 	pour	lesquels	 	divise	le
nombre	 .

V-	L’ensemble	
5-1/	Classes	d'équivalence
Définition
Soit	 	un	élément	de	 .
-	L'ensemble	des	entiers	relatifs	qui	ont	le	même	reste	 	de	la	division
euclidienne	par	 	est	appelé	la	classe	d’équivalence	de	 ,	et	on	la	note	 	.
C'est	la	classe	d’équivalence	de	 	modulo	 	dans	 .
-	Généralisation	:	soit	 	et	 .
La	classe	d’équivalence	de	 	est	l’ensemble	défini	par	:



Applications
1.	 Déterminer	la	classe	d’équivalence	modulo	 	de	chacun	des	nombres	:

Proposition
Soit	 	un	entier	naturel	non	nul.
Pour	tout	 ,	on	désigne	par	 	la	classe	d'équivalence	de	 	modulo	 .
Alors	:
1)	
2)	Si	 	et	 ,	alors	:	 	et	 .
3)	 	( 	étant	le	reste	de	la	division
euclidienne	de	 	par	 )
4)	
5)	Par	définition	 .	On	a	:	

5-2/	Opérations	dans	l'ensemble	
Définition
Soit	 	un	entier	naturel	non	nul.
-	On	définit	l’addition	dans	 	comme	suit	:	Pour	tous	 	et	 	de	 	:	

-	On	définit	la	multiplication	dans	 	comme	suit	:	Pour	tous	 	et	 	de	 	:

Applications
1.	 Montrer	que	pour	tout	 	:

2.	 Résoudre	dans	 	les	équations	:


