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I- Branches infinies d’une courbe
1-1/ Définition
Définition
On dit que la courbe ‘Kf de la fonction f admet une branche infinie, lorsque I'une des coordonnées
d'un point de ‘Kf tend vers l'infini.
Remarque
On sait que le couple de coordonnées d'un point M de la courbe €% est (z; f (z)) avec z € Dy.
Il s'ensuit donc que la courbe %f admet une branche infinie, si I'une, au moins, des conditions
suivantes est vérifiée :
e L'ensemble Dy contient un intervalle de la forme |a; +o0].

e L'ensemble Dy contient un intervalle dela forme |—oo; af.
e La fonction f admet une limite infinie en un point (a gauche ou a droite).

1-2/ Asymptote parallele a I'axe des ordonnées

Définition

Soit @ un nombre réel.

Si lim f(z) = 4+ooou lim f(z) = —ocoou lim f(z) = 4+ooou lim f(z) = —oc0
z—at r—at T—a~ T—a”

alors on dit que la droite (A) d'équation & = a est une asymptote verticale de la courbe %f.



0
Applications

1. Pour chacun des cas suivants, déterminer les asymptotes verticales (paralléles a I'axe des

ordonnées) a la courbe ‘Kf de la fonction f :

0 () = %7 /) - o
.f( = 2;v3 @f :cosle
o lf -
Blf(z) = 57 e
T .f _ cos T
ﬁcosx—l

2 1
f(:E) = c?)lsnairl

1-3/ Asymptote parallele a I'axe des abscisses
Définition

Soit b un nombre réel.

Si lim f(x)=bou ml_igloo f(x) = b, alors on dit que la droite (A) d'équation y = b est une

T—+00
asymptote horizontale de la courbe %f.
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Remarque
Pour étudier la position relative de la courbe ‘ff d’une fonction f sur un intervalle I, et son asymptote

d’équation y = b, on étudie le signe de la différence f (z) — b sur l'intervalle I.
Si, par exemple, ona pourtoutz € I: f (:1:) —b > 0, alors la courbe %f est au-dessus de I'asymptote

d’équation y = b sur l'intervalle I.

Applications
1. Pour chacun des cas suivants, déterminer les asymptotes horizontales (paralléles a I'axe des

abscisses) a la courbe ‘Kf de la fonction f :
. f(.%' =3 + sinx

.f _ 31‘ 2
1
.f \/ 2m+11 @f LB \/ac2+3w+3
.f ;r: _ —2z8 22 +1

3] f (z —\/m2—|—:13+1—a: -1
PYpA B f (2) = 2l

1-4/ Asymptote oblique
Définition
Soit a et b deux réels tels que a # 0.



Si lim [f(xz)— (az+b)]=0o0u ml—i>IPoo [f () — (az + b)] = 0, alors on dit que la droite (D)

T—+00
d'équation y = ax + b est une asymptote oblique de la courbe %f.

e

‘

Remarques
- Soit (D) : y = ax + b une asymptote oblique de la courbe fﬁf au voisinage de 400.
Oona(D): ax—y+b=0
La distance du point M (z; f (x)) a la droite (D) est :
i _ |az+b—f(z)|
d (M’ (D)) - \/(12—“

Lorsque x tend vers 400, cette distance tend vers 0, c’est-a-dire que la droite (D) est presque
confondue a la courbe ‘Kf au voisinage de +-o00.
- Pour étudier la position relative de la courbe d’une fonction f, sur un intervalle I, et son asymptote
oblique (D) d’équation y = ax + b, on étudie le signe de la différence f (z) — (az + b) sur I'intervalle
I. Ainsi :

e Si f(z) — (ax + b) > 0, alors € est au-dessus de I'asymptote (D).

e Si f(z) — (ax +b) <0, alors € est en-dessous de I'asymptote (D).

e Si f(zo) — (axo + b) = 0 pour un certain point xy € I, alors €y et (D) sont sécantes.

Applications

1. Pour chacun des cas suivants, déterminer une équation cartésienne de I'asymptote oblique a la
courbe €t de la fonction f au voisinage de 400 et —oo :

@f(z) =32+ 1 [df@)=2+4- =
f(ac):2w—3+%2il 5l f (z) = & + 22
Blf @) =-2+ 5 6lf(2) =2 -1+ ==

Proposition

Soit f une fonction numérique et D son ensemble de définition.

Pour que la droite (D) : y = az + b (a # 0) soit une asymptote oblique de la courbe G%, il faut et il
suffit qu'il existe une fonction u définie sur Df telle que :

(Va:eDf)f(m):aw+b+u(:v)et(lirf u(z)=00ou lim u(z)=0)

T——00
La droite (D) : y = ax + b (a # 0) est une asymptote oblique de la courbe@s si, et seulement si :
im 7@ _ i _az) — im 7@ _ - _az) =
(ngm . —aet a:LlIEoo (f(z) —az) =b) ou (xEIPoo . —aet a:glzloo (f(z) —az) =10)

Applications

1. Pour chacun des cas suivants, déterminer une équation cartésienne de I'asymptote oblique a la
courbe ‘ff de la fonction f au voisinage de +00 et —00 :

22 4z—1
[ 7 (@) = =55 [f(x)==z/1+1
T+

f(w): z2—z+1 f(ac)—am/‘l—‘”‘z
Y/ B .
817 () = va? 1 [6] f(z) = Va2 +1— V422 +




1-5/ Directions asymptotiques

Définition
Soit f une fonction numérique d'une variable réelle telle que : lil’JIrl f(z) =+o0
T—+00

- Si lirjrtx @ = 400, alors on dit que la courbe ‘éf admet une branche parabolique de direction I'axe
T— 00

des ordonnées (ou une branche parabolique dirigée vers I’'axe des ordonnées).

- Si lirf @ = 0, alors on dit que la courbe ‘ff admet une branche parabolique de direction I'axe
T—> 00

des abscisses (ou une branche parabolique dirigée vers I'axe des abscisses).

-Si lim @ =a#0et lim [f(z)— az] = £oo, alors on dit que la courbe € admet une
x—+o0 T——+00

branche parabolique de direction la droite (D) : y = ax (ou une branche parabolique dirigée vers la
droite (D) : y = ax).

Branche parabolique dirigée Branche parabolique dirigée Branche parabolique dirigée
vers |'axe des ordonnées vers |'axe des abscisses vers la droite (D) :y = ax

Applications
1. Pour chacun des cas suivants, déterminer les branches infinies de la courbe ‘Kf :

f(x):x:”—l—xz—i—l f(w):\/g+\/m_2w
/(@) = Vet 1 61/ () = o + %2

f(il?):w— CU—]_ _ 4
A f(z) =2y tatl [ (=) =y e
Bl f(2) = — 2

Formulaire des branches infinies

E lim _f{.r} =4wm La droite d'équation X = @ est une asymptote verticale de la courbe ¢
| lim f(x)=8 La droite d'équation v = b est une asymptote horizontale de la courbe €,
i f{x) La courbe 5, admet une branche parabolique
| lim =——= = tuo
my dirigée vers l'axe des ordonnées.

I 1
[ o f(x) La courbe ¥  admet une branche parabolique |
| lim f(x)=dtw | hm=——=0 i A
i | | = x dirigée vers I'axe des abscisses.
La droite d'équation
| ¥ =ax+bestune
Sz .!J.m.[ f(x)- u_r} = asymptote oblique
f(x) o de la courbe ¢,
lim——=a
o x
(ae -} La courbe* , admet
!
- une branche
3 ‘ll_m_[ f(x)=ax)=4x parabolique de

direction la droite
d'équation y = ax.

[ La droite d'équation v = ax + best une
tim [ £ (x) = (ax +5)] = 0 S
U S asymptote oblique de la courbe €,

ll- Eléments de symétrie d’une courbe (de fonction)

2-1/ Axe de symétrie d'une courbe

Proposition

Soit f une fonction numérique et (Kf sa courbe représentative dans un repere orthogonal.

Pour que la droite (A) d'équation & = a soit un axe de symétrie de la courbe ‘Kf, il faut et il suffit que
pour tout z € Dy :

(2a —z) € Dyet f(2a —z) = f(x)



O] ; 2a-x[a x ”
Applications
1. Dans chacun des cas suivants, montrer que la droite (A) est un axe de symétrie de la courbe ‘ff :
[ f (x —w2+4x+56t(A):x:—2 Efm)—($jl)zet(A):m:1
.f \/Lilzjlr—let(A):wZO [5] f(z) = V22 — 6z +5et (A): z=3
[3] f (= —m+2—ﬁet(A):m:% 6] f ():m m+cos(2m)et(A):m:%”(k€Z)

2-2/ Centre de symétrie d'une courbe
Définition
Soit f une fonction numérique et ‘Kf sa courbe représentative dans un repére orthogonal.
Pour que le point {2 (a; b) soit un centre de symétrie de la courbe ‘Kf, il faut et il suffit que pour tout
T < Df :
(2a —z) € Dyet f(2a—x) =2b— f(x)
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Remarques
- Si f est une fonction paire, alors sa courbe €y admet I'axe des ordonnées comme axe de symétrie.
- Si f est une fonction impaire, alors ‘Kf admet I'origine du repere comme centre de symétrie.
- Si la courbe ‘ﬁf de la fonction f admet la droite d'équation £ = a comme axe de symétrie ou admet
le point de coordonnées (a b) comme centre de symétrie, alors on peut restreindre I'étude de la
fonction / sur I'ensemble Dy, 4. = Dy N [a; +o00 [
Applications
1. Dans chacun des cas suivants, montrer que le point {2 est un centre de symétrie de la courbe ‘ff :
[ f(e) = 2Z+11 et Q(_% >)
[2] f(z) = cosz et 2 (%,
[8] f (z) = 2 — 3z — 2 et 2(0; —2)
f(z) =sinz et 2 (km;0) (k€ Z)

ll1l- Concavité d’une courbe - Point d’inflexion

vwl

3-1/ Convexité et concavité d’'une courbe (de fonction)
Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et ‘Kf sa courbe représentative dans un repere.

On dit que la courbe ‘Kf est convexe si elle est entiéerement située au-dessus de chacune de ses

tangentes, et on dit qu'elle est concave si elle est entierement située en-dessous de chacune de ses
tangentes.



0l ;

€, est convexe <€, est concave

Q

Remarque

La convexité et la concavité de de la courbe ‘Kf dépendent de la position relative de Cgf et sa tangente
(T') au point My (xo; f (x¢)) sur un voisinage de x, c'est-a-dire dépend du signe du nombre
I(z)=f(x) —youy=f (xo)(x— x0)+ f(z0) est I'équation dela tangente (T).

3-2/ Point d'inflexion d'une courbe (de fonction)

Définition

On appelle point d'inflexion de la courbe ‘Kf, tout point ou elle change de concavité.

Proposition

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I.

- Pour que la courbe % de f soit convexe sur I, il faut et il suffit que : (Ve € I) f” (z) >0
- Pour que la courbe %t de/ soit concave sur I, il faut et il suffit que: (Ve € I) f” (z) <0

- Pour que le point My (zo; f (o)) soit un point d'inflexion de la courbe %%, il faut et il suffit que la
dérivée seconde f ” s'annule en g et change de signe de part et d’autre de x.

Applications
1. Etudier la concavité de la courbe ‘Kf dans chacun des cas suivants :
.f —:z: +b5x+2etl =R f(x):ﬁl etI:}—oo;é[
2lf(z) =2 322 +2z —1etI=R 2a+5 2
.f ):—3:1: +z+1letlI =R @f :3“’*4’” et I }1;4_00[
f(z)=2* -4z etI=R =l
[7] f (z) = cos 2m) + sin (2z) et I = [0; 5]
.f ) = cos’z +sinz et I = [0;7]

IV- Plan d'étude d'une fonction numérique

Pour étudier une fonction numérique, on suit généralement les étapes suivantes :

1) Déterminer D ensemble de définition de la fonction f ;

2) Etudier la parité, la périodicité de la fonction f, rechercher des centres ou des axes de symétrie,
puis déterminer son ensemble d'étude Dg ;

3) Calculer les limites de / aux bornes des intervalles de son ensemble de définition Df ;

4) Etudier la dérivabilité de f sur Dg ;

5) Etudier les variations de la fonction f, puis dresser son tableau de variation sur Dy,

6) Etudier les branches infinies de la courbe %f :



7) Etudier les positions relatives de la courbe ‘Kf par rapport aux asymptotes s'ils existent ;

8) Déterminer les tangentes a la courbe ‘Kf en des points particuliers ;

9) Etudier la concavité de la courbe %f en déterminant ses points d'inflexion s'ils existent en calculant
la dérivée seconde ;

10) Construire la courbe %f. Pour cela :

e Souvent choisir un repére orthonormé.

e Construire les tangentes et les asymptotes.

e Construire la courbe ‘ff en tenant compte de tableau de variations, la concavité et les images de
quelques points remarquables.



