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I- Branches infinies d’une courbe

1-1/ Définition

Définition

On dit que la courbe %7 de la fonction f admet une branche infinie, lorsque 1'une des
coordonnées d'un point de € tend vers 1'infini.

Remarque

On sait que le couple de coordonnées d'un point M de la courbe %% est (z; f (z)) avec x € Dy.

Il s'ensuit donc que la courbe € admet une branche infinie, si I'une, au moins, des conditions
suivantes est vérifiée :

® L'ensemble Dy contient un intervalle de la forme ]a;+o0].

® ['ensemble Dy contient un intervalle dela forme |—oo; .

® La fonction f admet une limite infinie en un point (& gauche ou a droite).

1-2/ Asymptote parallele a ’axe des ordonnées



Définition
Soit @ un nombre réel.

Si lim f(z) = 400 ou lim f(z) = —oo0 ou lim f(z) =400 ou lim f(x) = —o0

z—a’ z—a’ T—a T—a”

alors on dit que la droite (A) d'équation = a est une asymptote verticale de la courbe €.

JN\

o 77 -iia
1. Pour chacun des cas suivants, déterminer les asymptotes verticales (paralleles a 1'axe des

ordonnées) a la courbe Cgf de la fonction f :

lf = BT B f (z) = tanz
.f = ;)), @f(m) _ sinz—1

9 cos?z—1

Applications

_ =

.fw)_m2+m2 ﬂfﬂf _\/2*T
2 1 cos T

.f w): cilsnairl .f v2cosz—1

1-3/ Asymptote parallele a 1'axe des abscisses
Définition
Soit b un nombre réel.

Si lim f(z) =bou lim f(z)=2», alors on dit que la droite (A) d'équation y = b est une
T——00

T—>+00

asymptote horizontale de la courbe %7.

v

Remarque

Pour étudier la position relative de la courbe € d’'une fonction f sur un intervalle I, et son

asymptote d’équation y = b, on étudie le signe de la différence f(z) — b sur l'intervalle I.

Si, par exemple, on a pour tout z € I : f(x) —b > 0, alors la courbe €% est au-dessus de

I'asymptote d’équation y = b sur l'intervalle I.

Applications



1. Pour chacun des cas suivants, déterminer les asymptotes horizontales (paralleles a 'axe des
abscisses) a la courbe ‘Kf de la fonction f :

If = 3?3 Ef(m)
2z+1 23: 1
f —\/a:Z—i-x—i-l—m f(“/’) M

m+1

If = f(w)—%

1-4/ Asymptote oblique

Définition

Soit a et b deux réels tels que a # 0.

Si mlirilw [f (z) — (ax +b)] =0 ou mgmoo [f (x) — (az 4+ b)] = 0, alors on dit que la droite (D)
d'équation y = azx + b est une asymptote oblique de la courbe €.

N

(

Remarques

- Soit (D) : y = ax + b une asymptote oblique de la courbe € au voisinage de +oo.
Ona(D): ax—y+b=0
La distance du point M (z; f (x)) a la droite (D) est :

laz+b—f(z)|
a(1; (D)) = L

Lorsque z tend vers 400, cette distance tend vers 0, c’est-a-dire que la droite (D) est presque
confondue a la courbe %} au voisinage de +oo.
- Pour étudier la position relative de la courbe d’une fonction f, sur un intervalle I, et son
asymptote oblique (D) d’équation y = az + b, on étudie le signe de la différence f(x) — (az + b)
sur Uintervalle I. Ainsi :

® Si f(z)— (az+b) > 0, alors €} est au-dessus de l'asymptote (D).

® Si f(z)— (ax+0b) <0, alors €f est en-dessous de I'asymptote (D).

® Si f(z9) — (azo + b) = 0 pour un certain point zg € I, alors €; et (D) sont sécantes.
Applications

1. Pour chacun des cas suivants, déterminer une équation cartésienne de 1'asymptote oblique
a la courbe €% de la fonction f au voisinage de 400 et —oo

1] f(z) =3z +— [4] f (z) = N
.f.’B: 2¢ — 3+ f( _m_+_sma:

2+1
8] f(z) = m 6]f(z)=z—1+

\/w3+1



Proposition
Soit f une fonction numérique et Dy son ensemble de définition.
Pour que la droite (D) : y = az +b (a # 0) soit une asymptote oblique de la courbe 7%, il faut

et il suffit qu'il existe une fonction u définie sur Dy telle que :

(Vo € Dy) f(z) =ax +b+u(x) et (ml_l)riloou(m) =0ou lim u(z)=0)

T——00

La droite (D) : y=ax + b (a # 0) est une asymptote oblique de la courbe®s si, et seulement si

( lim @zaet lim (f(xz)—az)=">)ou ( lim f(;)zaet lim (f(xz)—az)=0)

T—+00 r—+00 T——00 T—r—00
Applications

1. Pour chacun des cas suivants, déterminer une équation cartésienne de 1'asymptote oblique

a la courbe €% de la fonction f au voisinage de +o00 et —oo :

1] f(z) = %;;f; [4] f(x) =z/1+ 2
2]f(2) = 3= 5] f () = xy/ 22

z—2

8]/ (z) = vVa¥ == 1 6] f(z) =v2Z+ 1Az +z

1-5/ Directions asymptotiques
Définition

Soit f une fonction numérique d'une variable réelle telle que : liI_ll_l f(z) =+o00
T—r+00

- Si Hlf ff) = Fo00, alors on dit que la courbe ¢y admet une branche parabolique de direction
T— 00

l’axe des ordonnées (ou une branche parabolique dirigée vers I’axe des ordonnées).

-Si lim @

I = 0, alors on dit que la courbe €y admet une branche parabolique de direction
T—T00

I’axe des abscisses (ou une branche parabolique dirigée vers 1’axe des abscisses).
f(z)
T

-Si lim

=a#0et lim [f(z)— ax] = £oo, alors on dit que la courbe €y admet une
z—+o0 T—+00

branche parabolique de direction la droite (D) : y = az (ou une branche parabolique dirigée
vers la droite (D) : y = az).

L el
7 g 0 '

e N

Branche parabolique dirigée Branche parabolique dirigée Branche parabolique dirigée

4

vers l'axe des ordonnées vers |'axe des abscisses vers la droite (D) :»
Applications
1. Pour chacun des cas suivants, déterminer les branches infinies de la courbe % :
1] f(z)=2+22+1 Blf(z)=yz++vVz—1-22
2] f(z) = V¥ =1 [6]f(z) =2 + =3*
Blf(@)=2—va—1 7@ =\/+x
4 f(z) =22 Fz +1




B/ (z) = =25

Formulaire des branches infinies

lim f(x) =40 || E.a drmte d’ équam:n X = aestune asymplme verticale de la courbe ‘
‘ lim f(x)=# | La droite d" équauon v = best une asymptote horizontale de la courbe € ‘
e

fix) La courhe‘(”‘ admet une branche parabolique
—_— = |

dirigée vers l'axe des ordonnées.

J La courbe ‘¢  admet une branche parabolique l

[ |
| lim f(x) =t | lim =
Lo L

: dirigée vers 'axe des abscisses. |

ER—

| Ladroite d'éguation
e 1 ¥ =ax + bhest une
[l (/(x)-ax)= b asymptote oblique

) _, ; de la courbe <

| (a & 53'} . La_l'.'D'I.I.l'bEc‘.;.'- -adme.l“

une branche
i lim (A "} ax) = +m parabolique de
; —— direction la droite
| déquation y = ax.
La droite d'équation y = ax + hest une

| lim [ (x) - (ax +b}]=_o

asymptote oblique de la courbe ¢,

II- Eléments de symétrie d’une courbe (de fonction)

2-1/ Axe de symétrie d'une courbe
Proposition
Soit f une fonction numérique et € sa courbe représentative dans un repere orthogonal.

Pour que la droite (A) d'équation z = a soit un axe de symétrie de la courbe %%, il faut et il
suffit que pour tout = € Dy :

(2a—z) € Dy et f(2a—z) = f(x)

vE
e 1
=9 ﬂk‘;‘"%M
F] ERENERRRRES )
0 E"Za—x a x =

Applications
1. Dans chacun des cas suivants, montrer que la droite (A) est un axe de symétrie de la
courbe € :
1] f(z)=2>+4z+5et (A): z=—2 4] f (z 0 et (A): z=1
ﬂf”%et“‘)’“o f(m)=x/52(—_6T+56t(A)=w=3
3] f (= :w—+2——et (4): a;:% [6] f () = sin® z + cos (2z) et (A):a::g—”(kGZ)

2-2/ Centre de symétrie d'une courbe



Définition
Soit f une fonction numérique et € sa courbe représentative dans un repere orthogonal.
Pour que le point {2 (a;b) soit un centre de symétrie de la courbe €%, il faut et il suffit que pour
tout z € Dy :
(2a —z) € Dy et f(2a—z) =2b— f(x)

I 3
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1
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v

O~ = et

Remarques

- Si f est une fonction paire, alors sa courbe ¢ admet 1'axe des ordonnées comme axe de
symétrie.

- Si f est une fonction impaire, alors €y admet 1'origine du repere comme centre de symétrie.

- Si la courbe €} de la fonction f admet la droite d'équation = a comme axe de symétrie ou
admet le point de coordonnées (a,b) comme centre de symétrie, alors on peut restreindre 1'étude

de la fonction / sur l'ensemble Dy, 4. = Df N [a; +o0 [

Applications

1. Dans chacun des cas suivants, montrer que le point 2 est un centre de symétrie de la

courbe ‘Kf :

[f@) =5t 2(-33)
2] f (z) = cosz et £2(7;0)
[3] f(z) = 2® — 3z — 2 et £2(0; —2)
[4] f (z) = sinz et 2 (km;0) (k € Z)

ITI- Concavité d’une courbe - Point d’inflexion

3-1/ Convexité et concavité d’une courbe (de fonction)
Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et € sa courbe représentative dans un repere.

On dit que la courbe %} est convexe si elle est entierement située au-dessus de chacune de ses
tangentes, et on dit qu'elle est concave si elle est entierement située en-dessous de chacune de

ses tangentes.



v

L J
v

[ €, est convexe } [ ‘€ , est concave ]

Remarque

La convexité et la concavité de de la courbe €y dépendent de la position relative de €y et sa
tangente (T') au point My (zg; f (x¢)) sur un voisinage de z, c'est-a-dire dépend du signe du
nombre I (z) = f(z) —youy= f (o) (z — zg) + f (x) est I'équation dela tangente (T').

3-2/ Point d'inflexion d'une courbe (de fonction)
Définition
On appelle point d'inflexion de la courbe 7%, tout point ot elle change de concavité.

YA

WV

Proposition

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I.

- Pour que la courbe %} de f soit convexe sur I, il faut et il suffit que : (Vz € I) f” (z) >0
- Pour que la courbe € de/ soit concave sur I, il faut et il suffit que : (Ve € I) f” (z) <0

- Pour que le point Mj (zo; f (z0)) soit un point d'inflexion de la courbe €%, il faut et il suffit
que la dérivée seconde f” s’annule en x( et change de signe de part et d’autre de zy.
Applications

1. Etudier la concavité de la courbe ‘Kf dans chacun des cas suivants :

I f(z)=2®+5c+2etI =R f(w)zZZJ;lE)etI:]—oo;g[
2] f(z)=2® 322 +2z—1letI =R @f(m)—?’w?*‘metf— 1+ +00
Blf(z)=-322+z+1letI=R " (a-1) 7
[4] f(z) =a* — 42 et =R [7] f (x) = cos (2z) + sin (2z) et T = 05 5]
[8] f (z) = cos®> z + sinz et I = [0; 7]

ot

IV- Plan d'étude d'une fonction numérique

Pour étudier une fonction numérique, on suit généralement les étapes suivantes :



1) Déterminer Dy ensemble de définition de la fonction f ;

2) Etudier la parité, la périodicité de la fonction f, rechercher des centres ou des axes de

symétrie, puis déterminer son ensemble d'étude Dp ;

3) Calculer les limites de / aux bornes des intervalles de son ensemble de définition Dy ;

4) Etudier la dérivabilité de f sur Dg ;

5)

6)
)
)

Etudier les variations de la fonction f, puis dresser son tableau de variation sur Dy ;
Etudier les branches infinies de la courbe G5 ;

7) Etudier les positions relatives de la courbe € par rapport aux asymptotes s'ils existent ;
8) Déterminer les tangentes a la courbe %} en des points particuliers ;

9) Etudier la concavité de la courbe %r en déterminant ses points d'inflexion s'ils existent en
calculant

la dérivée seconde ;
10) Construire la courbe %. Pour cela :
® Souvent choisir un repére orthonormé.
® (Construire les tangentes et les asymptotes.

® Construire la courbe € en tenant compte de tableau de variations, la concavité et les

images de quelques points remarquables.



