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Séance 10-2-1 : Limite d'une fonction numérique - Partie 2
(Cours)

Professeur : Mr CHEDDADI Haitam
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VI- Opérations sur les limites

6-1/ Opérations sur les limites finies
Proposition
Soit f et g deux fonctions numériques et a € R.

Slilir(lzf(w) =let£1£>rég(a:):1,alors:

-lim (f +g) (z) =141 ; lim (f.g) () =1" 5 lim [(f) (z)| = [1

-Sil’ # 0 alors : lim <%) (z) ll et lim (E) (z) = ll

T—a T—a

-Sik € R alors : lim (kf) (x) = Kl

-Sil> 0alors : lim /f (z) = /1

T—a

A

Remarques



Ces propriétés restent aussi valables quand x tend vers a a droite ou a gauche
OuU +00 oU — Q.

On peut démontrer ces propriétés en utilisant la définition de la limite finie en un
point.
Applications
On considére la fonction f : z — x> + 22 + f—ﬂ — 2¢/z? —
1. Calculer lim f(z) et lim f(z).
x——2

z—1"

2. Calculer les limites suivantes :

1] lim (2—l) (i—

T—+00 \/—
[2] lim (71'——)( —1—233)
ac—>1 @’

_|_oo 3x2+4

lim (M + 2:ctan:c)
T

2sinx

6-2/ Limites finies et ordre
Proposition

Soit f, g et h trois fonctions définies sur un ensemble de la forme
I=la—ria+r[—{a}otacRetrcR:.
- Si liin f(x) =1let f est positive sur I, alors : 1 > 0

r—a

-Silim f(z) =letlimg(z) =Vet f<gsurl, alors:1 <71
T—a

T—a
-Slglclgzg(x) zletﬂlclixzh(w) =letg< f< hsurI,anrs:}gr}lf(w) =1
Remarque

Ces propriétés restent aussi valables quand x tend vers a a droite ou a gauche
OuU +00 oU —00.

Applications

On considére la fonction f : & — —2t
f Vita?
1. Montrer que pourtoutz € R* : 1 < f(z) <1+ % puis en déduire la limite
lim
T—+00 f ( )

2. Calculer les limites suivantes :

. 11 COS T . 11 sin

oo 2241 S0 2241

. 11 T+sinx @ 11 3

Y00 xi4cosz o0 2—cosT

2x+cosx z+4cosx
3] 11 Bpising . 11

S too 3ztsinz o0 3—cosx




2—coszx
lim . E(/x)
z—too Itz w1—1>I—Ii-loo r
6-3/ Opérations sur les limites infinies
Limite d'une somme de deux fonctions
im /(x) : ‘ | = o || e |
lim g (x) ¢ ‘ ® %
i —
lim(f +g)(x) (+0 +00 | o oo o Fir |
=i |
Limite d'un produit de deux fonctions
]j-l:f}.f-(-"} 1 f E f=0 f<0 | (>0 | £<0 | 4o % o0 +90 U 1_‘
— - [ o |
]\“E.L (-‘ } ! 46 | Es —af o) +ae { e o 0 |
| |
— .I + —_— __.._i__. { i
|im{__.’ ‘.5."”-1'] | [ 400 o i o0 | bor bor i .l |
|

Limite d’un quot|ent de deux fonctions

l“'“ f.( () f | f 40 <0 I +a0 -‘7 0 W +o0 ou -0 i
) | oo | Tmou| £50 250 | £<0 | E<0m | '
imgi(x [ ¥ o0
A : S ou 0 | ou ] 0 0 Sl
| |
ilr,n;\%j{r) = ‘ 0 o —n % v | F.I
Limite de l'inverse d’une fonction
1\“}3 f(x) f 20 0 I 0 +00 QU —0
|
lim[l (x) i oo | o0 0
e x) : , o

Applications
1. Calculer les limites suivantes :

[1] lim (\/E—i—:z:z)

T—+00
wl_l)l}loo(a:?’—xz—l—m—i—l)
;c1—1>r—ir-loo %42

S5z’ix
ml—1>I—noo :1:—2)2

On considére la fonction f définie sur R — {0; 1} par: f(x) =

[5] lim 2_1’
z—3"

[6] Lim wz

z—1 (1—z)

22018

. 11
8] hm

z—+oo T

—|—OO :122019+1

= (3-v7)

2x+1
z(z+1)



2. Calculer les limites suivantes :

lilrf)l+ f(x) ; 111181_ f(z)
1i1111+ f(z) ; liﬂll_ f(z);

Remarques

L'obtention d'une forme indéterminée « F .l » signifie que la méthode mise en
place pour calculer la limite de la fonction trébuche. Cela ne signifie en aucun
cas que la fonction n'a pas de limite.

Des méthodes seront présentées au fur et a mesure, pour lever les
indéterminations les plus classiques.

Parmi ces méthodes, on peut citer jusqu'a présent les techniques suivantes :

- Factoriser par le (les) terme(s) de plus haut degré si un terme est
prépondérant.

- Factoriser par  — a si a est racine d'un polynéme P : P (z) = (x — a) P’ (x)
- Multiplier par I'expression conjuguée : (ac — \/y) (.’c + \/@) =z2 — Y
- Encadrement, majoration, minoration,

Les tableaux précédents donnent les résultats les plus classiques des limites
rencontrées.

Voici trois conseils pour bien manipuler ces tableaux :

- Par exemple, on retiendra que diviser par 0", c'est multiplier par 400 ;

- Il est souhaitable de comprendre ces tableaux au lieu de les apprendre par
coeur.

- Une maniere de lire ces tableaux est la suivante, mais attention NE JAMAIS
L'ECRIRE SUR SA COPIE :

+00 — (—o0) =400; —c0+1=—-00; —00 X (—0) =400
1 _ . =1 _ . Foo
Q_()’ 0+__OO7 o+ = +00

VII- Quelques méthodes pour lever une indétermination

7-1/ Limites d'une fonction polynéme ou rationnelle en 400 et
— OO
Proposition
Soit P et () deux fonctions polyndmes définies par :
P(z) = apz" +a, 12" '+.... +aiz + ag
Q (z) = bya? + by_12P 1+, ... +b1x + by
ol an,...,ai,ao,bp,...,b1,by des réels tels que a, # 0 et b, # 0.

- La limite d’une fonction polyndme en 400 et —oo est la limite du monéme de
plus haut degré :



lim P(z)= lim apz"et lim P(x)= lim a,z"
T—+00 T—+00 T——00 T——00

- La limite d’une fonction rationnelle 400 et —o0 est la limite du quotient des
monoémes de plus haut degré :

lim Pla) — lim & et lim Pla) = lim an”
T——+00 Q( ) r—+00 b xP T—>—00 Q(:c) r—>—00 b xP
Applications
1. Calculer les limites suivantes :
lim (-3z2+z+1 v’ 4z
. J:—H-oo( + ) . h_|_oo 22241
[2] lim (—22%+522+z+1 : 2’17
x——00 ( 5 ) ) @ wl_lffoo z3+2z+1
lim (3 —4z)"(bz +1 A A
3] i ( 3 (5 ) [7] 7] lim T
[4] lim 322 itz +l
z——00 T . acl—lH-oo -1

Proposition

Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle de la forme [A; +o0o] ou
AeR.

Si lim f(z)=+oo,alors lim ./f(z)= +o0.

T——+00 r—+00
Remarque

Ces propriétés restent aussi valables quand x tend vers —oo ou vers a a droite
ou a gauche.

. . f(=) _ _
7-2/ Limites du type lim o(z) AVeC f(a)=g(a) =0
Applications

1. Calculer les limites suivantes :

— 6 ) 7
. 11m f ij_rg 11r131 ;_39
r—
22 —622+11—6 7
2] hm s lim 7\/3;55
132 z—0
l lim 2YE

2. Calculer les limites suivantes :

lim —=&HL 5] lim Va2 —2z+6—/22+22—6
zs—1* 122 +3|—1 um T

2] lim e [6] lim N/ Y 7
z—1- =71 z—1" Vi-z

B —— 7] lim VETE



VT Vz+1—2? 4
. lim m—l—— . lim rt+1l—x"+x+
z—0+ x2tz+1-1 z—3 Vr+1l—y/3z+1

7-3/ Limites du type lim (\/aa:2 +bx +c+ ax + ﬁ)

r— 100
1. Calculer les limites suivantes :

lim (\/2$2+1—\/332—$—2>
2] hm (\/:1:3+3:132+4—a:2—|-2>

T—+00
[3] lim (\/3:,132—6:13—14-23:—5)
T——00
lim (\/a:2—|—a3—|—1—a:—3)
|z|—+00
[5] lim (\/1—x3+:c—1)
T——00

2. Calculer suivant les valeurs du parametre réel m, la limite suivante :

lim (N/a:2 +x+1+ ma:)

r—+00
Soit a, b et c trois réels non nuis tels que a > 0.

3. Calculer suivant les valeurs de a la limite suivante :

lim (\/aa:2 +bx +c+ a:)

T——00

7-4/ Limites de fonctions trigonométriques
Proposition

Soit aun réel non nul.

Ona:
. 1 . sinlaxr
lim —Slgw =1; lim a;m =1; lim a(m ) 1
r—0 z—0 z—0
. tan(ax . _
lim 22 ):1; lim =62 — 1
z—0 9T z—0 z? 2
Applications

1. Calculer les limites suivantes :

. lim sin(5z)

z—0 sin(4

. lim 1- cos(Gw)

2—s0 Sin 43:) tan(3x)

. 1 sin®
. 1 sin( 21:

z—0

@ lim tan

z—1

. lim tan 7rx

z—1 -

. 1 smm COS T

4

@ lim sinz—+/3cosz
s

To% r—3




lim cos /z—1

z—07"



