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|- Limite finie d'une fonction numérique en un point

1-1/ Fonction définie au voisinage d'un nombre réel

Définition

Soit f une fonction fonction numérique et Dy son ensemble de définition et a un
nombre réel.

- On dit que f est définie au voisinage de a sauf peut-étre en a s'il existe un réel r
strictement positif tel que :

la—r;a+r[—{a} C Dy



- On dit que f est définie au voisinage de a a droite s'il existe un réel r strictement
positif tel que :

]a; a + T[C Dy
- On dit que f est définie au voisinage de a a gauche s'il existe un réel r
striccement positif tel que :

]a -7 a[C D¢
1-2/ Limite nulle en zéro d'une fonction numeérique

Soit f une fonction numérique définie au voisinage de zéro sauf peut-étre en 0.

Dire que f a pour limite 0 quand x tend vers 0 signifie : aussi petit que soit le réel
strictement positif €, il existe un réel a > 0 tel que pour tout z €] — a; a|, f (z)
est dans l'intervalle |—¢; €].

Autrement dit : (Ve > 0) (3a > 0); (Ve € Dy) (0< |z| <a=|f(z)| <e)
On écrit : lir%f(x) = 0 ou lignf(:c) =0
z—
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Applications
1. Montrer en utilisant la définition que :
lim (a:2 + :1:) =0

z—0
. €T .
lim 5705 =0
. 3z2
:lcli% z2+1 0
lim (2:1: +z? — x?’) =0
z—0
Proposition
Soit f et u deux fonctions définies sur un ensemble de la forme I =] — r; [ ou
r € R%.
(Vz € I) [f(2)] < [u(z)] y .
Alors: § i o (z) = 0 = xlg%)f(a;) =
z—0
Remarques

-Pourtous k € Retn € N*: lim kz" = 0 et lim k./|z| = 0

z—0 z—0



- La limite d’une fonction en 0 est une notion locale : elle ne dépend de la fonction
qu’au voisinage de 0. C’est pourquoi on peut considérer : z €] — 1;1[ ou
T E] — %; %[ ou n'importe quel intervalle ouvert centré en 0 inclus dans le

ensemble de définition de la fonction étudiée.

- On peut avoir lin%) f (z) = 0 sans que la fonction f soit définie en 0.
T—

Applications

1. Calculer les limites suivantes :

lim sin (#)

z—0

lim z cos (%)

z—0
2. Justifier que (Vz €] — 1;1[) : [22° — 3z| < 3|z
lim (2333 — 3:1:)

z—0
3. Justifier que (Vz € [—1;1]) : \/|z| — 2% < \/|z|, puis déterminer :
lim (,/\x\ - :1:2)

z—0

, puis déterminer :

V1tz2—-1

On consideére la fonction f définie sur R* par: f (z) = ~—

4. a- Montrer que : (Vz € R*) : |f(z)] < |z|
4. b- En déduire : lim f ()
z—0

1-3/ Limite finie d'une fonction numérique en un point
Définition
Soit f une fonction numérique définie au voisinage d'un réel a et1 € R.

Dire que f a pour limite 1 quand x tend vers a signifie : aussi petit que soit le réel
strictement positif €, il existe un réel @ > 0 tel que pour tout x E]a —o5a+ a[,
f (z) est dans l'intervalle |l — ;1 + €],

Autrement dit :

(Ve >0)(3a>0); (VeeDy) 0<|z—a|<a=|f(z)—1<e)

On écrit : lim f(z) =loulim f (z) =1

Tr—a

f(x)

E+¢e L
i 4 : M 55
{ -{.'/
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0 a .

a—-o “ a+a

Remarque

Enposanm—a:h,onobtient:ilg}lf(x):l(:>}llli%f(a—|—h):1

Applications



1. Montrer en utilisant la définition que :
lim (322 — 5z +1) = —1

z—1

lim \/4z +1 =3
r—2
2. Déterminer les limites suivantes :
1in§ V3z +3
Tr—
lim (cc3 — 4)

z—1
. z+1
mlifr_l2 2x+1

Proposition

Soit f et u deux fonctions définies sur un ensemble de la forme
I=la—rja+r/—{a}ourcRi,acRetlecR

oen|f@-I<u@ o
Alors : liinu(a:):O ﬁxlgéf(a;)_
Remarques
: 2 * .1 g\ — : Y
Pour tout (a; k) € R etn € N*; }}132 k(x —a)” =0 et glclg}l ky/|lt —al =0

Si la limite d'une fonction numérique f existe en un point, alors elle est unique.

Applications
2x
1+22

Soit f la fonction numérique définie sur R par: f(z) =

1. a- Prouver que : (Vz € R) |f(z) — 1| < (z — 1)
1. b- En déduire : lim f(x) =1

z—1

1-4/ Limite de quelques fonctions usuelles en un point
Proposition
Soit P et () deux fonctions polynomiales et a € R.

Alors :
lim P (z) (a) SiQ(a) # 0, alors lim 775 = &0

lim sinz = sina [5] Si a # 5 tkm (k €Z), alorslim tanz = tana

z—a r—a
glclir(llcos:c:cosa [6] Si a > 0, alors}ciir(ll\/iz\/a

Applications

1. Calculer les limites suivantes :

lim (22— 7Tz —1 . 262’4544
. T——2 ( ) @ JLH_IQ z?+4z+3



2] lim (220'® — 22017 4 2) [7] lim (z — 2)° (1-—2?)

z——1 z—3
lim (w3 — 52 +x + 1) . hm (2z—1) (22 —5x+3)
z——v3 »—9 (5z*—6)(1—z+2z?)
[4] 11 2’39 _3x ) [9] lim sinz
7
. hm — [10] lim tanz
z—3 221 z——Z

1-5/ Limite a droite - Limite a gauche
Définition
Soit r un réel strictement positif et a € R.

- On dit qu'une fonction f, définie sur l'intervalle  €|a;a + r[, admet une limite
finie l en a a droite, si les valeurs de f (z) s'approchent de plus en plus de |,
lorsque x s'approche de plus en plus de a en prenant des valeurs supérieures a a.

Autrement dit :
(Ve >0)(3a>0); (VeeDy) (0<z—a<a=|f(z)-1<e)

Ce réel |, s'il existe, est unique. Il est noté : 1 = lim f(z) oul = lim f(z)
T—a z—a’

r>a

- On dit qu'une fonction f, définie sur l'intervalle  €]a;a + 7|, admet une limite
finiel en a a gauche, si les valeurs de f (ac) s'approchent de plus en plus de 1,
lorsque x s'approche de plus en plus de a en prenant des valeurs inférieures a a.

Autrement dit :
(Ve >0)(Fa>0); (VzeDy) (—a<z—a<0=|f(z)—1<e)

Ce réel ], s'il existe, est unique. Il est noté : 1 = lim f(z) oul = lim f(x)
T—a T—a”

Applications

1. Etudier la limite de la fonction f au point a dans les cas suivants (E (z) est la
partie entiere de x) :

—4
. 1] f(z) = ‘ eta =2
2a:
)= """ ;x>0
f() “’+2 T T T eta=0

f@)=E(x); <0
lI- Limite infinie d'une fonction numérique en un point
2-1/ Limite infinie d'une fonction numérique en zéro
Définition
Soit f une fonction numérique définie au voisinage de 0 sauf peut-étre en 0.

- Dire que f a pour limite +o00 en 0 signifie que f (x) est supérieur a tout réel
A > 0, quitte a attribuer au réel x des valeurs suffisamment proches de 0.



Autrement dit : (VA > 0) (3a > 0); (Vo € Dy) (0 < |z| < a= f(z) > A)
On écrit : lim f () = 400 ou li(r)nf (z) = 400

z—0

N~

-

Y4

.
9] X
- Dire que f a pour limite —oo en 0 signifie que f (z) est inférieur a tout réel
— A < 0 quitte a attribuer au réel x des valeurs suffisamment proches de 0.

Autrement dit : (VA > 0) (3a>0); (Vo € D) (0< |z| < a= f(z) < —A)

On écrit : lim f (x) = —oo oulim f () = —0
x—0 0
YN
N_‘\\ ( ‘;;.
\ |

Remarques
Soit k € R* etn € N*,
On a les limites suivantes :
- lim ﬁn:—kooet lim % = 4+

z—0" ¥ z—0" VT
- lim min = 400 si I'entier n est pair.

z—0"
- lim wﬁn = —o0 si I'entier n est impair.

x—0"
Proposition
Soit f et u deux fonctions définies sur un ensemble de la forme I =] — r;r[— {0}
our € RY.
-Sipourtoutxz € I: f(z) > u(z) et lim u () = o0, alors : lim f (z) = +o00

z—0 z—0
-Sipourtoutxz € I: f(z) <u(z)etlimu(x) =—o0,alors: lim f(z) = —o0
z—0 z—0

Ces propriétés restent aussi valables quand x tend vers 0 a droite ou a gauche.

Applications
1. Calculer les limites suivantes :
lim —Vl_f“’ lim (%—1+cos%)
€T z—0"

z—0"



. 41 . 1 s
i fim (3¢ —sin )

2-2/ Limite infinie d'une fonction numérique en un point
Définition
Soit f une fonction numérique définie au voisinage de a sauf peut-étre en a.
- Dire que f a pour limite 400 en a signifie que f (x) est supérieur a tout réel
A > 0, quitte a attribuer au réel z des valeurs suffisamment proches de a.
Autrement dit :
(VA>0) 3a>0); (VeeDy) 0<|z—a|]<a= f(z)>A)
On écrit : lim f (z) = +oo ou lim f (z) = +o0

Tr—a a
- Dire que f a pour limite —oo en a signifie que f (x) est inférieur a tout réel
—A < 0 quitte a attribuer au réel x des valeurs suffisamment proches de a.
Autrement dit :
(VA>0) (3a>0); (VeeDy) (0<|z—a|]<a= f(z) <—A)

On écrit : lim f(z) = —oo ou lim f () = —o0
T—a a

Remarques

- Dire que f a pour limite +00 en a signifie que la limite de la fonction
h +— f(a + h) quand h tend vers 0 est égale a +oo.

Ainsi, on a I’équivalence : :lclg}lf(:c) = +o00 & }ng%)f(a + h) =400

De méme, on a les équivalences suivantes :
lim f(z) = —c0o < lim f(a + h) = —oc0
h—0

r—a
lim f(z) =400 < lim f(a+h) =400
z—a* h—0"
li = —00 & i h) = —
s @) =00 & i flath) =~
lim f(z) =400 < lim f(a+h) =40
T—a” h—0~
lim f(z) = —oc0 < lim f(a+h) =—
T—a” h—0~
-Soita € R et n € N*,
On a les limites suivantes :
e lim =400 ; lim 1 = -0
z—at T z—a” TT4
e lim —1— =400 ; lim = 400
z—a (z—a) z—at VT—a
e Sin est un entier pair : lim 1 — = +00
z—a (T—a)
e Sin est un entier impair : lim 1 - = 400 et lim — = —00
z—at (z—a) z—a- (z—a)

Applications



1. Calculer les limites suivantes :

[1 q;li>m1 (z+ 1) lim (ﬁ — |sin —2 5 )
. lim —— T—2 (a7_2)
3+ T— . 1 1
. lx% tan? m—)i—l @ wh_>nll, (1 + \/E)E(X) (m—1)2019
x——1 -+1 . T
7] 1
[4] lim z= ; oot (@+4)

z—17" :v—l)

lll- Limite finie d’une fonction numérique en +00 et —o0

3-1/ Limite nulle d’'une fonction numérique en +00 et —00
Définition
Soit f une fonction numérique et D; son ensemble de définition.
- On dit que f est définie au voisinage de +00 (resp. —o0) si son ensemble de
définition contient au moins un intervalle de la forme ] A; +-00[ (resp. de la forme
| —00; A).
- On dit que f définie au voisinage de +o0 (resp. —oo) admet en 400 (resp. en
f (x)| peut étre rendu aussi petit que I'on
veut a condition que x (resp. —x) soit suffisamment grand.
On écrit: lim f(z) =0oulim f(z) =0 (resp. lim f(z)=0ou

400 T——00

T—r—+00

1_1£.rolf(a:) =0)

On a donc:
lim f(z) =0« [(Ve>0) (3B>0); (Vz € Dy) (z>B=|f(z)] <e)]

Tr—+00

lim f(z) =0« [(Ve >0) (3B>0); (Vz€Dy) (x<—-B=|f(z)] <e)]

T——00
YA @ @ M

]
]

/s

"

0 g e’ ey

__Eiml f{x)=0 lim f(x)=0

Remarques
- De la définition précédente, on obtient I'équivalence :

lim f(z)=0< hm f(—x)=0

r——00 m—> xO
-Soit k € R et n € N*.

On a les limites suivantes :



im £ =0: lim £ =
m1—1>r4r-loo " 0; xl—1>11100 z" 0
im *~ —=0: 1 —
xl—l>r—&r-loo NG 05 x1—1>IPoo V—z 0
- Lorsqu’on écrit  lim f(xz) = 0, cela signifie que lim f(z) =0et
|z|—+o0 T—+00
lim f(z)=0.
T——0O0

3-2/ Limite finie d’'une fonction numérique en +00 et —00
Définition

- Soit f une fonction définie au voisinage de +o00 et 1 un nombre réel.

On dit que la fonction f a pour limite 1 quand x tend vers +o0 si la limite de la
fonction ¢ — f (z) — 1 est nulle quand x tend vers +oo0.

On écrit : wl_lg}rloo () =1ou lﬂ.%f () =1

Autrement dit :
lim f(z)=1% [(Ve >0) (3B>0); (Vze€Dy) (z>B=|f(z) -1 <¢)]

T—+00
- Soit f une fonction définie au voisinage de —oo et 1 un nombre réel.

On dit que la fonction f a pour limite 1 quand x tend vers —oo si la limite de la
fonction z — f (z) — 1 est nulle quand x tend vers —oo.

On écrit: lim f(x) =loulim f(x) =1
T——00 — 00

Autrement dit :
lim f(z) =1« [(Ve >0) (3B>0); (Vz€Dy) (zx<-B=|f(z) -1 <e)]

T——00

Proposition

- Soit f et u deux fonctions définies au voisinage de +o0o et 1 un nombre réel.
Sipourtoutz € I:|f(z) =1 <wu(x)et lim u(z)=0,alors: xl_l)l_il_loof(w) =1

r—+00
- Soit f et u deux fonctions définies au voisinage de —oo et 1 un nombre réel.
Sipourtoutz € I:|f(z) =1 <wu(z)et lim wu(x)=0,alors: lim f(z)=1
T——0O0 T——00
Applications

1. Montrer en utilisant la définition que : lim (—1 + L) = —1
T—+00 3y

2. Calculer les limites suivantes :

4_
lim 3z*—2

r——+oo Tit+4

2
lim 3x +i—2|—c0s:c

T——00
. 3—TVX
lim vx
z—+00 /X
222 —sin®(mx)

Soit la fonction h : = —
3. Calculer lim h(z)et lim h(x).

T—+00 T——00

2



_ 4/1+cosz—1
=

On considére la fonction f définie sur R* par: f (z)

4. a- Vérifier que pour tout z € R*: f (z) = —82 __ x L

1++/1+cosz z
4. b- En déduire que pour tout z € R* : | f (z)| < é puis déterminer

lim f(x)et lim f(x).

T—+00
IV- Limite infinie d'une fonction en +00 et —o0

4-1/ Introduction
Définition
- Soit f une fonction définie au voisinage de +o0.

On a les deux équivalences suivantes :
lim f(z) =+oco < (VA>0) (3B>0); (Vo€ Dy) (x> B= f(z) > A)

r—-+00

lim f(z) =—-oc0o & (VA>0) (3B>0); (Vo€ Dy) (x> B= f(z) < —A)

T—+00

- Soit f une fonction définie au voisinage de —oo.

On a les deux équivalences suivantes :

lim _f(z) = 400 < (VA>0) (3B > 0); (Vz € Dy) (z < =B = f(z) > A)
:cl_i)rfloof(w) = -0 & (VA>0) (3B>0); (Vze€Df) (zx<—-B= f(z) <—A)

Remarques
Soit n € N*,
On a les limites suivantes :

- lim 2" =4+

T——+00
- lim 2" = 400 sil'entier n est pair. et lim x" = —oo si lI'entier n est impair.
T—r—00 T——00

4-2/ Limites infinies et ordre
Proposition
Soit f et u deux fonctions définies au voisinage de +o0.

-Sipourtoutz € I: f(z) > u(z)et lim u(x) = o0, alors:
T——+00
i f(6) = 420

-Sipourtoutz € I: f(z) <u(z)et lim wu(x)= —oo, alors:
T—+00

Jim £ (2) = —oo

Soit f et u deux fonctions définies au voisinage de —oo.
-Sipourtoutz € I: f(z) > u(z)et lim u(x) = o0, alors:
Marem

——00
Jim_f (@) = +oo



-Sipourtoutz € I: f(z) <u(z)et lim u(x)= —o0, alors:

T——00
Jim_ (@) = oo

Applications
On consideére la fonction : f : x + bz + z4/z2 + 1
1. a- Vérifier que pour tout z € R™ : f (z) > 5x2, puis en déduire lim f(z).

T—+00

1. b- Montrer que: lim f(x) =400
T——0O0

On considére la fonction: g :  +— |z| + 1 — sin (2z + 1)
2. a- Vérifier que : (Ve € R) |z| < g(z)
2. b-En déduire lim g(z)et lim g(x).

T—+00 T——00

3. Calculer les limites suivantes :
lim z?(2 + sinz)
r——0o0
lim (,/z —1+ cosz)

T—+00

lim (22— E (2))



