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|- Ensemble de définition - parité d’'une fonction

1-1/ Ensemble de définition d'une fonction numérique
Définition
Soit A une partie de R.

Une fonction f définie d'un ensemble A dans R est la donnée pour chaque
élément de A d'un unique élément y de R appelé image de .

On note alors y = f(x).

L'ensemble A des nombres réels qui possédent une image par f, est appelé
ensemble de définition de la fonction numérique f.

Il est noté traditionnellement Df.

Remarque

L'ensemble de définition d'une fonction f est la plus grande partie de R sur
laquelle on peut calculer la valeur de f (xg) en tout point x( de cette partie.



Onadonc: Dy ={z € R/f(z) € R}
En pratique, on utilise souvent I'équivalence : ¢ € Dy & (z € Ret f(z) € R)

Applications
1. Déterminer I'’ensemble de définition de la fonction / dans chacun des cas

suivants :
— e+l 1-/z
f(w) o 2%2—:13—1 .f — 2‘33‘ 1
— z—1 _ _tanczx
f(w)_\/ 22—510—6 .f cosj;n_l
Bl f () = 22— [6] f (2) = ————
VT 526 sin z+sin x—2

1-2/ Parité d'une fonction numérique

Définition

Soit f une fonction numérique et D son ensemble de définition.

- On dit que la fonction f est paire si pour toutx € Dy : —x € Dy et
f(-z)=f(2)

- On dit que la fonction f est impaire si pourtoutz € Dy : —x € Dy et
f(-z)=—f(z)

Proposition

Si f est une fonction paire, alors I'axe des ordonnées est un axe de symétrie de
sa courbe 6.

Si f est une fonction impaire, alors I'origine du repére est un centre de symétrie
de sa courbe %7.
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Graphe d'une fonction paire Graphe d'une fonction impaire

Applications
1. Etudier la parité de la fonction f dans chacun des cas suivants :

lf = 3= [ f (@) = 55
.f j;; 5] f (2) = -
B]f(z) =2 —22+1 @f(w):xz_’l

lI- Monotonie d'une fonction numérique

2-1/ Sens de variations d'une fonction (Rappels)



Définition
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I inclus dans son
ensemble de définition.

On dit que la fonction f est croissante sur I si ;

(V (z1522) € I?) (21 < @2 = f(w1) < [ (w2))
On dit que la fonction f est strictement croissante sur I si:

(V(z1522) € I?) (21 < 22 = f(21) < f(22))
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On dit que la fonction f est décroissante sur I si:
(V (z1522) € I?) (z1 < 22 = f(21) > [ (22))
On dit que la fonction f est strictement décroissante sur I si :
(V (z1522) € I?) (z1 < 22 = f(21) > f(22))
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Proposition

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I, et x1 et x5 deux
éléments distincts de 1.
f(z1)—f(x2)

L1—L2
d'accroissement) de la fonction f entre x; et x. De plus, on a les propriétés
suivantes :

Le nombre T (x1; z2) = est appelé taux de variation (ou

- f est croissante sur I si, et seulement si :

(V (zcl;acz) - 12) (ml 75 r9 = T(:L’l;wz) > 0)

- f est strictement croissante sur I si, et seulement si :
(V (z1;22) € I?) (21 # 2 = T (z1;22) > 0)

- f est décroissante sur I si, et seulement si :
(V (z1;22) € I?) (21 # 22 = T (z1522) < 0)



- f est strictement décroissante sur I si, et seulement si :
(V (z1;22) € I?) (21 # 2 = T (%1;22) < 0)
Applications

1. Etudier les variations de la fonction numérique f sur les intervalles I et J
dans les deux cas suivants :

1 f (=) = 22, I:} —1;—|—oo[; J:} —oo;—l{

f(m):\/mz+—14w—|—3; I:} —oo;l] s J = [3;—!—00{

2-2/ Monotonie et parité

Proposition

Soit f une fonction numérique d’ensemble de définition D¢ symétrique par
rapport a 0 (c’est-a-dire que pour toutx € Dy : —x € Dy) .

Pour tout intervalle I inclus dans R* N Dy, on pose : I' = {—z/x € I}

Alors :
- Si la fonction f est paire, alors les sens de monotonie sur I et I’ sont opposés.

- Si la fonction f est impaire, alors les sens de monotonie sur I et I’ sont
identiques.

Applications
Soit f la fonction numérique définie sur R* par: f (z) =z + 2
1. Etudier la parité de'a fonction f.
2. Etudier la monotonie de la fonction f sur chacun des intervalles } 0; \/5] et
_\/5; +00 [
3. E-n déduire la monotonie de la fonction f sur chacun des intervalles
-—\/5; O[ et } —00; —\/ﬁ} .

Soit g la fonction numérique définie sur R par: g(z) =

||
z2+|z|+1

4. Etudier la parité de la fonction g.
5. Etudier la monotonie de la fonction g sur R™.

6. En déduire la monotonie de la fonction g sur R™, puis dresser son tableau de
variations.

Soit h la fonction numérique définie sur R par: h(z) = = + |2z — 3| — |2z + 3|
7. Montrer que la fonction h est impaire.
8. Etudier la monotonie de la fonction h sur chacun des intervalles [O; %} et
[53+0o[;

9. Dresser le tableau de variations de la fonction h.



10. Tracer la courbe %}, de la fonction h dans un repére orthonormé.

2-3/ Variations des fonctions f + A et Af

Proposition

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I, et A un nombre réel
non nul.

- Les fonctions f et f + A ont le méme sens de variation sur I'intervalle 1.

-Si A > 0 alors les fonctions f et Af ont le méme sens de variation sur
I'intervalle 1.

- Si A < 0 alors les fonctions f et Af ont des sens de variation opposés sur
I'intervalle 1.

Applications

1. Etudier la monotonie de la fonction f sur l'intervalle I dans chacun des cas
suivants :

.f( zzﬁ—?,etf R*
2] f(z) =2® —5etI =R"

Blf(z) =2t et 1 ]0;+oo{
.f (z) = 14:1c 10 ;T }—00;0{

lll- Comparaison de deux fonctions numériques

3-1/ Fonction positive - fonction négative

Définition

Soit f une fonction numérique d’ensemble de définition Dy.

- On dit que la fonction f est positive sur D¢ si (Vw c Df) f(x) >0, et on écrit

:f>0
_11 €,

()1

‘i.

- On dit que la fonction f est négative sur Dy si (Vz € Dy) f (z) < 0, et on écrit
f<0
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Applications
1. Etudier le signe de la fonction f dans chacun des cas suivants :



flo)= 3

722a:2+m+1
f(z) = m;;:ﬁ
Blf(z)=(z*+z+1) (Ve +1-1)

3-2/ Comparaison de deux fonctions numériques
Définition

Soit f et g deux fonctions numériques définies sur un méme ensemble D.
On dit que f est inférieure ou égale a g sur D (ou que g est supérieure ou égale
a fsurD)si:
(Ve € D) f(x) < g ()
On écrit: f < gsur D.
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Applications
1. Comparer les fonctions f et g dans chacun des cas suivants :
1
[1] f () Zfetg(x) =
+ —
8] f (z) = e €09 (@) = 175,
[4] f(z) = Va2 + et g(x) =z + 2

IV- Fonction majorée - fonction minorée - fonction bornée

Définition

Soit f une fonction numérique et D son ensemble de définition.
- On dit que la fonction f est majorée s'il existe un réel M tel que :
(Vz € Dy) f(z) <M

Le nombre M est dit un majorant de la fonction f.
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- On dit que la fonction f est minorée s'il existe un réel m tel que :
(Vz € Dy) f(z) >m

Le nombre m est dit un minorant de la fonction f.
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- On dit que la fonction f est bornée si elle a la fois majorée et minorée, c’est-a-
dire qu'il existe deux réels m et M tels que : (Va; € Df) m< f(z) <M

Proposition
Soit f une fonction numérique et D son ensemble de définition.

Pour que la fonction f soit bornée, il faut et il suffit que :
(Ja € RY) (Vz € Dy) |f(z)| <

Applications

2x24+-Tx+7

On considére la fonction numérique f définie sur R par: f(z) = 3013

T
3
2)Montrer que la fonction f est minorée par 1.

1)Montrer que la fonction f est majorée par

Soit g la fonction numérique définie sur R* par: g(x) = = + %
3. Montrer que la fonction g est majorée par 2 sur Ri.

4. En déduire que la fonction g est minorée par —2 sur R* .
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Soit u et v les fonctions définies sur R par u (z) =
v(x) = 2cosx — 7sin (2z) + 3
5. Montrer que les fonctions u et v sont bornées sur R.
On considére la fonction numérique w définie sur R* par: w (z) =z — /z + 1
6. Montrer par I'absurde que la fonction w n'est pas majorée sur R™.

V- Extremums d’une fonction numérique
Définition
Soit f une fonction numérique, D son ensemble de définition et ¢ € Dy.

- On dit que f () est la valeur maximale absolue (ou le maximum absolu) de la
fonction f si:

(Vz € Dy) f(z) < f (o)

- On dit que f () est une valeur maximale relative de la fonction f s’il existe un
intervalle ouvert I centré en xg et inclus dans Df tel que :

(Ve € I) f(z) < f (o)

- On dit que f () est la valeur minimale absolue (ou le minimum absolu) de la
fonction f si:

(Vz € Dy) £ (2) > f (z0)



- On dit que f (zg) est une valeur minimale relative de la fonction / s'il existe un
intervalle ouvert I centré en g et inclus dans Dy tel que :

(Ve € I) f(z) = f (@)
- Les valeurs minimales et maximales de la fonction f sont appelées les
extremums de f.
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Remarques

Ne jamais confondre minorant et minimum d'une fonction. Le minimum d'une
fonction est un minorant qui admet un antécédent.

Autrement dit, le réel m est une valeur minimale de f sur I si, et seulement si :
{(V:L'GI)f(m) >m
(Jzo € I) f(z0) =m
Ne jamais confondre majorant et maximum d’une fonction. Le maximum d‘'une
fonction est un majorant qui admet un antécédent.
Autrement dit, le réel M est une valeur maximale de f sur I si, et seulement si :
Veel) f(e) <M
{ (Bxo € I) f(xo) =M
Applications
On considére les fonctions f et g définies sur R par f (z) = 2% + 2z + 3 et
g(z) = —z% + 3z + 5.
1. Montrer que 2 est la valeur minimale absolue de la fonction f.
29

2. Montrer que 7~ est la valeur maximale absolue de la fonction g.

On considére la fonction h définie sur R* par h (z) = |z| + ﬁ

3. Montrer que h admet un minimum absolu au point 1.



