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|- Loi de composition interne
1-1/ Introduction

L'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n Notation: £ ou ,_:; [".’]

P € %, signifie que P est un polynéme de degré inférieur ou égal a n
(P+0)(x) = P(x)+Q(x)

(V(P:Q)e2) (vxeR) {(Px 0)(x) = P(x)xO(x)

L'ensemble des fonctions définies sur un intervalle [ a valeurs dans & Notation : F( /;[R)
F(LR)={f/ f: IR, x> f(x}}

SNPRRN (129) DRV OIT0)
(V(f,g) ( (I’R}) ) (V I) {(fxg)[x]:f(_r]xg(.r]




L'ensemble des classes modulo »n Notation : Z/nZ

anE={ﬁ;T;§;...;HE

PourtousXet ydeZ/nZ : X+y=x+y et IxF=xxy

L'ensemble des parties d'un ensemble A Notation : £ ( A)

XeP(d)eoXc4d
PnurtousXetYdeFﬁ(A]: xEXﬁYd:::*[xEXet.rEY) 3 xEXuY@(xeX ou xE}’}
xeXo(xedetxgX) ; xeX-Yo(xeXetxgl); XAY=(X-Y)u(¥-X)

L'ensemble des matrices carrées d'ordre 2 Notation : VL, {R)

Me{R)={[E ;]’ (asbicid)e :R“}

On définit I'addition et la multiplication dans M, (R) comme suit :

fa c . X Z d+x Cc+2 ¢ a ¢ X Z2 GX-‘FCJ’ az +ct
— b4 —
Lb d vyt b+y d+t i b d) \y ¢ bx+dy bz+dt

L'ensemble des matrices carrées d'ordre 3 Notation : IVl [R}
al al ﬂ']
M,(R)=115 b b |/(a;a,;a;8;:b,;b¢:¢:¢)eR’
C:I C‘Z CJ-

On définit I'addition et la multiplication dans M (R ) comme suit :

a, d, a4 XX X a+x da,+x;, a;+tx
b b bty ¥ y=|bty bty bty
6 o o Z, Z, z b e e
8 a& o) (x ©n x ax, +ay +a;z, ax, +ay, +a;z, ax +ay, +a,z,
b b, b x|y ¥, ¥ |=|bx by bz bx, by, +bz, bx,+by, +bz
g 6 4 T OX T6Y T6G2 X, 0, T6GE, 656 6z
L'ensemble des transformations du plan Notation : &

Toute application bijective de plan % vers % s’appelle une transformation du plan.

Les translations, les homothéties et les rotations font parties de I'ensemble des transformations & .

(V(f:8)e ) (vM €9) (fog)(M)= 7 (e(M))

1-2/ Définition d'une loi de composition interne

Définition 1

On appelle loi de composition interne sur un ensemble F, toute application de
E x E dans E.

Traditionnellement, on utilise la notation = * y pour désigner I'image d'un couple
(z;y) € E x E par une loi * plutét qu’une notation fonctionnelle.

*

On note (E;*) un ensemble E muni d'une loi de composition interne « * ».

Applications



PourtousxetydeR—{%},on pose:xz *y=1x+y— 2xy.

1. Montrer que * est une loi de composition interne sur R — {%}

Sur I'intervalle I =] — 1;1], on définit la relation L par :
Jr
(V(@y) e 1) = Ly= 15

2. La relation L est-elle une loi de composition interne sur I ? Justifier.

On considere I'ensemble E = {f1, f2, f3, fa} ou les fonctions f; (i € {1;2;3;4})
des fonctions numériques définies de R* vers R* par :

fitx—z; foirx— —x; f3:x|—>% ; f4:xl—>—%

3. Dresser la table de (E;0).

4. Montrer que o (composition des fonctions) est une loi de composition
interne sur E.

1-3/ Partie stable - Loi induite

Définition 2

Soit (E;*) un ensemble muni d'une loi de composition interne et F' une partie

de E.

On dit que F est stable par *si: (V(z;y) € F?) z*y € F

La loi de composition interne alors définie sur F par F? — F
(z;y) — = * y est appelée loi induite par * sur F.

Applications
On considere I'ensemble § = {z? + y?/ (z;y) € N?}
1. Montrer que S est une partie stable de (N; x).
2. L'ensemble S est-il stable pour I’addition dans N ? Justifier.
On considére les ensembles A = {3" x 2™/ (n;m) € N*} et B = {n?/n € N}
3. Etudier la stabilité de A pour I'addition et la multiplication dans N.
4. Etudier la stabilité de B pour I'addition et la multiplication dans N.
1 00

On considére I'ensemble G = a 1 0|/(a;b;c) € R3
b c 1

5. Montrer que G est une partie stable de (M3 (R); x)

lI- Propriétés d'une loi de composition interne

2-1/ Associativité - Commutativité

Définition 3

Soit (E;*) un ensemble muni d'une loi de composition interne.
On dit que la loi * est associative dans (E;*) si :



(V(asb;c) € E°) (a*b)*c=a*(b*c)
On dit que la loi * est commutative dans (E;*) si:
(V(a;b) € E®) a*b=0b*a
Remarques
La loi * n'est pas commutative dans (E; *) signifie que :
((a;b) € E?) a*b#b*a
La loi * n’est pas associative dans (E; *) signifie que :
(3(a;b;¢) € E®) (a*b)*c#a*(b*c)
Si la loi * est associative dans (E;*), alors on peut supprimer les parenthéses et
écrire :
(a*b)*c=a*b*c)=a*b*c
Applications

Etudier la commutativité et I'associativité de la loi de composition interne T’
définiesur B = 7Z X Z par:
(a;0)T (z;y) = (ax; ay + bz)

2-2/ L'élément neutre

Définition 5

Soit (E;*) un ensemble muni d’une loi de composition interne.

Un élément e de (E;*) est dit neutre si: (Ve € E)e*x =z *e==zx
Remarques

- Si la loi * est commutative dans (E;*), alors une des relations de la définition 5
suffit.

On peut prendre alors soit (Vx € E)e*xz = ,oubien (Vx € E)z*e==x.

- Si S est une partie stable de (E; *), et si e est neutre dans (E; *), alors cela
n'implique pas que e est neutre dans (S; ™).

A titre d'exemple : Prenons E = Z /6Z et S = {0;2;4}
1 est neutre dans E et 4 est neutre dans S.
Applications
On munit I'ensemble Z d’une loi de composition interne * définie par :
(V(z;y) €Z?) z*y=a+y—3
1. Montrer que (Z;*) admet un élément neutre.
On considére I'ensemble : A = { ((O; i)/ (a;B) € RQ}

2. Montrer que X est une loi de composition interne sur A.
3. Est-ce-que (A4; xX) admet un élément neutre ? Justifier.



Proposition 1
Soit (E; *) un ensemble muni d’une loi de composition interne.
Si e et e’ sont deux éléments neutres pour la loi * dans E, alors e = €.

Autrement dit : un élément neutre pour une loi de composition interne, lorsqu’il
existe, est unique.

2-3/ Symétrique d'un élément

Définition 6

Soit (E; *) un ensemble muni d’une loi de composition interne et possédant un
élément neutre e.

Un élément a € E est dit symétrisable (ou inversible) pour * s’il existe un
élémenta’ € Etelquea*a’=a’ *a=c¢

Un tel élément a’ (s'il existe) est appelé un symétrique (ou inverse) de a pour *.
Remarques

Si @’ est un symétrique de a pour la loi *, alors a est un symétrique de a’ pour la
méme |oi.

Si la loi * est commutative, alors on peut se contenter de I'une des relations
a*a’=eoua *a=ce.

Si @’ est un symétrique de a pour la loi *, on dit alors que a et a’ sont
symétriques dans (E; *).

Proposition 2

Soit (E;*) un ensemble muni d’une loi de composition interne associative et
possédant un élément neutre e.

Si un élément a € E est symétrisable, alors, le symétrique de a est unique.
Remarques
Le symétrique d'un élément a se note :

e a! pour une loi notée multiplicativement et s’appelle inverse de a.
e —a pour une loi notée additivement et s’appelle opposé de a.

Lorsque f est une bijection de F dans F, il n'y a donc pas ambiguité dans la
notation f_l, il s’agit aussi bien de son application réciproque que de son
inverse pour la loi o.

Proposition 3

Soit (E;*) un ensemble muni d’une loi de composition interne associative et
possédant un élément neutre e.

Si a et b sont deux éléments symétrisables, alors a * b est aussi symétrisable et
son symétrique est (a * b)’ = b’ * a’, ol @’ et b’ sont respectivement les
symétriques de a et b.

Applications



On munit R d'une loi de composition interne définie comme suit :
(V(z;y) eR?) s *y=z+y+ %a:y

Montrer que la loi * est associative.

Montrer que * admet un élément neutre que I'on déterminera.

Déterminer les éléments symétrisables pour la loi *.

oW N

Montrer que le symétrique de —1 est 2, et que le symétrique de 6 est —3.

2-4/ Elément régulier d'une loi de composition interne
Définition 7
Soit (E;*) un ensemble muni d'une loi de composition interne.
Un élément a € FE est dit régulier ou simplifiable si, et seulement si :
e er) {1178
r¥a=y*a=x=9y 2
Remarque

Si la loi * est commutative dans E, alors I'une des implications 1 ou 2 suffit
pour que I’élément a soit régulier dans (E; *)..

Applications

On considére I'ensemble N* muni de la loi de composition interne définie par
a N\ b= ¢, ol c est le plus grand commun diviseur des entiers a et b.

Est-ce-que tout élément de N* est régulier dans (N*; A) ? Justifier.

lll- Morphismes

3-1/ Définition d'un morphisme
Définition 8
Soit (E; *) et (F; T') deux ensembles munis de lois de composition interne, et
soit f une application de E dans F'.
On dit que f est un morphisme de (E; *) dans (F;T') lorsque :
(V(z39) € B?) f(z*y) = f(z)Tf (y)
Définition 9
Un morphisme s'appelle aussi un homomorphisme.
Un endomorphisme de (E; *) est un morphisme de (E; *) dans lui-méme.
Un isomorphisme est un morphisme bijectif.
Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.
Applications

Soit f, I'application définie de R? dans R? par
(V (z;y) € Rz) fo (z59) = (aa:; %) (ou a € R¥*)



1. Montrer que f, est une application bijective.
Soit Z I'’ensemble des applications f, quand a varie sur R*,
2. Déterminer I'application f, o f, ot (a;a’) € (R¥)%.

3. En déduire que la composition des applications o est une loi de composition

interne sur Z.
On considere I'application :
h:R* - %
a+— fq
4. Montrer que h est un morphisme de (R*; x) dans (&%;0).

3-2/ Propriétés d'un morphisme

Proposition 4

Soit f un morphisme de (E;*) dans (F;T).

1- f (E) est une partie stable de (F;T).

2- Si la loi * est associative dans (E; *), alors la loi T' est associative dans

(f (B); T).

3- Si la loi * est commutative dans (E; *), alors la loi T' est commutative dans
(f (B); T).

4- Si la loi * admet un élément neutre e dans (E; *), alors f (e) est un élément
neutre dans (f (E);T).

5- Si la loi * admet un élément neutre e dans (E; *), et un élément  admet un
symétrique =’ dans (E;*), alors f (z) admet un symétrique dans (f (E); T) qui
est f(2).

Corollaire

Si f est un isomorphisme de (E;*) dans (F;T) (c’est-a-dire morphisme bijectif),
alors f transfére les propriétés de la loi * dans (E;*) vers la loi T'de (F;T), et
va ainsi conserver toutes les propriétés liées a cette loi.

On exprime ce résultat en disant que (E;*) et (F; T) ont la méme structure.



