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IV- L'ensemble Z/nZ

4-1/ Classes d'équivalence
Définition 7
Soit n un élément de N*.

L’ensemble des entiers relatifs qui ont le méme reste r de la division euclidienne par n est appelé la classe
d'équivalence de r, et on la note 7.

C’est la classe d’équivalence de 7 modulo n dans Z.

Généralisation : Soit a € Z et n € N*,

La classe d’équivalence de a modulo n est ’ensemble défini par :
a={z€Z/z=a [n]} ={a+kn/keclZ}

<
Applications

Déterminer la classe d'équivalence modulo 12 de chacun des nombres :

116 ; 1979 ; 2018



Proposition 8

Soit n un élément de N*.

Pour tout € Z, on désigne par Z la classe d'équivalence de £ modulo n. Alors:
1) (VaeZ)(3Are{0;1;...;n—1})a="F
2)Si0<r<net0<r <nalors:7F =7 Sr=rer#r<rnr =0
3) (Ve € Z) (3'r € {0;1;...;n — 1}) € T (r étant le reste de la division euclidienne de z par n)
4)Z=0UlU2U...Un—1

5) Z/nZ = {(_); 1;2;... ;m}

<

4-2/ Opérations dans I'ensemble Z/nZ

Définition 8

Soit n un élément de N*.

On définit ’addition dans Z/nZ comme suit : Pour tous Z ety de Z/nZ, T+ gy =z +y

On définit la multiplication dans Z/nZ comme suit : Pour tous Z et gy de Z/nZ, T X § =T X y

<
Applications

Résoudre dans Z/6Z les équations suivantes :

<
Théoréeme 17

Soit p un nombre premier positif. Alors :

1) (Vz e Z/pZ — {0}) By € Z/pZ — {0} )z x j =1

2) (V(:f:;y) € (Z/pZ)2) Zxg=0< (2=00uy =0)]

<

V- Systemes de numération

5-1/ Représentation d'un entier naturel dans un systéme de numération
Définition 9

La base b d'un systéme de numération représente le nombre d’unités d'un certain rang, nécessaire pour
former une unité de rang immédiatement supérieur.

L’ensemble By, = {0;1;...;b — 1}, soit b caractéres (chiffres en base 10) quantifie le nombre d’unités d’'un
rang quelconque.

<

Théoréme 18



Soit b un entier supérieur ou égal a 2.

Tout entier naturel non nul n peut s'écrire de maniére unique sous la forme :

n = a,b™ + a,_ 1™ 1. .. +asb® + a1b + ag

ol ag, ai, . . ., an, sont des entiers tels que a,, 7 0 et 0 < a; < b — 1 pour touts € {0;1;2;...;m}

On écrit : 1 = Q1. - - - aiao ). et on dit qu'on a représenté le nombre n dans le systéme de numération
de base b.

<

Applications

1. Convertir en binaire les nombres suivants :
97; 397; 133
2. Convertir en numération décimale les nombres dont 1'écriture en binaire est :
101y ; 1101110
<

5-2- Comparaison de deux nombres présentés dans le méme systéeme de
numération

Théoréeme 19

Soit x et y deux entiers naturels représentés dans le méme systeme de numération par :

T = Qplp-1- - - - Q100 p) ety=cpncm—1--.. C1Co(p)
1)Sim > nalorsy >z

2)Sim=netc, =a,etc, 1 =a, 1et..etc; 1 = a1 etc # a;, alors, 'ordre de x et y est celui de ¢;
et a;. En particulier, si¢c; > a; alorsy >

<

5-3/ Addition et multiplication de deux nombres présentés dans le méme systéme
de numération

1) On considere les deux nombres suivants : £ = m(ﬁ) etz = m(ﬁ)
On veut représenter le nombre = + y en base 6.

Ona:z=5x 6°+3x 62+6+2ety=2x62+6+4

Par conséquent: £ +y=25x 6> +5x 62 +3 x 6+ 2 :ﬁ(ﬁ)

On peut représenter le nombre « + y directement en base 6 en utilisant la méthode vue au primaire «
l’addition par retenue » comme suit :

<

2) On considére les deux nombres suivants : a = 43—2(5) et b =134



On veut représenter le nombre a X b en base 5.
Ona:a=4x5"+3x5+2etb=5"+3 x5+4
Par conséquent :

axb=(4x5"+3x5+2)(5°+3x5+4)

axb=5+3x5*+54+4x5+3
axb= 131043(5)

Tout comme l’addition, on peut représenter le nombre a X b directement dans en base 5 en utilisant la
méthode de « la multiplication par retenue » comme suit :

<

on 7

5-4/ Criteres de divisibilité sur les nombres 3;4;5;9;11;25 dans le systeme décimal

Proposition 9

Soit ¢ € N tel que £ = @a,_1. .. ~@100(19) = An X 10" 4+ @, x 10" '+... +a;.10 + ag avec : a, # 0 et
0 <a; <10pourtouti € {0;1;2;...;n}.

On a alors les équivalences suivantes :

lx=01[5] < (ap=00uay=2>5)
2 z =0 [25] & arag(p) = 0 [25]
3 =0 [4] & aag) =0 [4]
42=0[3]e>" a0 =03
5z=0[9¢<>" a; =09
6 z=0[11] < Y7 (-1)a; =0 [11]



