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I- P.G.C.D - P.P.M.C

1-1/ Rappels et compléments
Définition 1
Soit a et b deux entiers relatifs non nulles.

Le plus grand commun diviseur de a et b, noté a A b ou PGCD(a,b), est le plus grand des

diviseurs positifs communs a a et b.

Le plus petit commun multiple de a et b, noté a Vb ou PPCM(a,b), est le plus petit des

multiples strictement positifs communs a a et b.

On convient que : a A0 =a] et aV0=0

Remarques



Soit a et b deux entiers relatifs non nulles. Sid =a Abet m =aV b alors :
-d>1etd/aetd/b

-m>1leta/metb/m

- Pour toute ¢ € N* : [(c/a et ¢/b) = c/d] et [(a/cetb/c) = m/c]

- Pour toute ¢ € N* : [(c/a et ¢/b) = ¢ < d] et [(a/cet b/c) = m < (]
-la|Abl=detanl=1letaNa=aA0=]|a
-la|V|b|=metaVvl=|aletaVa=]al

Proposition 1

Soit a, b et ¢ des entiers relatifs non nulles et n un entier naturel. Alors :

laAnb=bAa 7 (avb)Ve=aV (bVec)
2aVb=bVa 8 (ca) V (cb) =|c|(aV b)
3a/bsanb=al < aVb=|b 9 {c/aj(g)\/(g):a_vb
4 (aNb)ANc=aN(bAc) c/b ‘ ‘ “
5 (ca)//\(cb):]c| (a A D) 10 a”Ab"ZgaAb;"

c/a u 5 oAb 11 a" V" = (aVb)"
° {c/b = ()0 (2) = 12 (aAb).(aVb)=|ab

1-2/ Calcul pratique du P.G.C.D : algorithme d'euclide
Proposition 2
Soit a € Z* et b € N*.

Lorsque b ne divise pas a, le plus grand commun diviseur des entiers a et b est égal au

dernier reste non nul obtenu grace a 1'algorithme d'Euclide.

1-3/ Nombres premiers entre eux
Définition 2
Soit a et b deux entiers relatifs non nulles.
On dit que a et b sont premiers entre eux si le seul diviseur positif commun a a et b est 1,
c'est-a-dire si a A b = 1:
Théoréme 1
Soit a et b deux entiers relatifs non nulles, et d un entier naturel non nul.
Alors :

d=anbe [(3(xP) € Zz) a=adetb=pdetap=1]
Théoréme 2
Soit (a,b) € (Z*)?
On a I'implication :

d=anb<s [(3(uv) € Z?) d = au+ by

Remarques



Le couple (u;v) n'est pas unique. Par exemple :

INd=1=1x9—-2x4 (u=1letv=-2)
INd=(—-43) x9+97 x4 (u=—43 etv=97)

La réciproque du théoréme 2 est incorrecte, contre-exemple : 3 x 5+ 7 x (—1) = 8 mais
3ATH#S.

1-4/ Théoreme de bezout

Théoréme 3

Soit a et b deux entiers relatifs non nulles.

Alors : a Ab=1< [(3(u;v) € Z?) au+ bv = 1]

Applications

En utilisant le théoréme de Bezout, montrer que pour tout n € N :
1 5n+3)A(2n+1)=1
2 Cn—1)A(B—-Tn)=1

1-5/ Détermination des coefficients du théoreme de bezout

L’inconvénient du théoreme du Bezout, sous sa forme théorique, est qu’il ne fournit pas les

coefficients u et v intervenant dans la relation au + bv = 1.
L’algorithme d’Euclide fournit une réponse pratique a ce probleme.

A titre d’exemple, posons : a = 155 et b = 23.

1-6/ Applications du théoreme de bezout
Théoréme 4

Soit a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls.

On a limplication : (a/bceta ANb=1) = a/c

Ce résultat est connu sous le nom de « Théoreme de Gauss ».
Remarque

Dans le théoréeme de Gauss, la condition a A b = 1 est nécessaire.
Par exemple : 12/9 x 8 mais 12 ne divise ni le nombre 9 ni le nombre 8.
Théoréme 5

Soit a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls.

On a limplication : (a/cetb/ceta Nb=1) = ab/c
Remarque

Dans le théoreme 5, la condition a A b = 1 est nécessaire.

Par exemple : 8/48 et 12/48 mais 12 x 8 ne divise pas 48.
Proposition 3

Soit a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls.



Alors :
lI-(anb=1letaNc=1)<aNbc=1
2- Pour tout (m,n)E(N”‘)2 (aANb=1<aAb"'=1)et (aANb=1<am AV =1)

1-7/ L'équation diophantienne ax + by = ¢
Théoréme 6
Soit a, b et ¢ des entiers relatifs tels que ab # 0

L’équation d’inconnue az + by = c a des solutions si, et seulement si, a A b divise c.

Théoréme 7

Si le couple (zg;yo) est une solution de I'équation (E) : azx + by = ¢, alors I'ensemble

solution de I’équation (E) s’écrit sous la forme :

§— {(:z:0+ o — ;ka)/kez}
1-8/ P.G.C.D et P.P.C.M d’un nombre fini d’entiers relatifs
Définition 3

Soit n un entier naturel, n > 2, et des entiers relatifs non nuls a1, as,...a,

Le plus grand commun diviseur des entiers ai, as, ... a,, noté a; A az/. .. Aay,, est le plus

grand des diviseurs positifs communs a ai,as, ... a,.

Le plus petit commun multiple des entiers aq, as,...a,, noté a; VazV...Va, ou
PPCM (a1, as,...a,), est le plus petit des multiples positifs communs ay, as, ... ay,.
Théoreme 8

Soit n un entier naturel, n > 2, et des entiers relatifs non nuls ay, as, ... a.

I1 existe des entiers relatifs ui, ug, ... u, tels que : > 1 a;.u; = 8, o § désigne le plus grand

commun diviseur de aj,as,...a,.

Définition 4

Soit n un entier naturel, n > 2, et des entiers relatifs non nuls aq, as, ... ay,.

On dit que les entiers aj, ag, . ..a, sont premiers entre eux si 1 est le seul diviseur positif
commun a tous ces entiers, c'est-a-dire : a; A a2/, .. Aa, =1

Remarques

Attention, dire que des entiers sont premiers entre eux ne signifie pas qu’ils sont entre eux
deux a deux. Par exemple, les trois entiers a = 8, b = 7 et ¢ = 12 sont premiers entre eux.

Pourtant, les entiers a et ¢ ont 4 pour grand diviseur commun : aAc=4 > 1

La relation (a V b). (a A b) = |ab| n’est pas valable pour plus de deux entiers relatifs.
Contre-exemple : 6 V10V 15=30et 6 AI0A15 =1

donc : (6 V10V 15).(6 A10A15) =306 x 10 x 15

c'est-a~dire qu’'on a en général : (a VbV c).(a AbA c)# |abc|



Le résultat du théoreme 8 reste aussi valable pour plus de deux entiers. Plus précisément :
(n>2)6=a1 Aag/...Aa, signifie qu’il existe (a’1,a’s,...a’,) € Z" tel que pour tout
i€{1;2;...;n}:a; =da’; et a’1 Na'2A. .. Na’y = 1.
Théoréme 9
Soit m un entier naturel, n > 2, et des entiers relatifs non nuls aq, as,...a,.
Les entiers ai, as,...a, sont premiers entre eux si, et seulement si :
F(ur;ug;...up) €Z% 5 D7 agu; =1

Autrement dit :

(a1 AagA... Nap =1) < [T (ursug;...up) €Z"5 Y0 aju; = 1]

1-9/ Congruence modulo n (rappels et compléments)
Définition 5
Soit m un entier naturel non nul.

On dit que deux entiers relatifs a et b sont congrus modulo n si n divise b — a, c'est-a-dire

s'il existe un entier k € Z tel que b = a + kn.

On écrit : a =b [n]

Proposition 4

Soit n un entier naturel non nul.

La relation « de congruence» est une relation d'équivalence sur Z, c'est-a-dire :
1) Elle est réflexive : (Va € Z) a = a [n]

2) Elle est symétrique : (V(a;b) € Z%) (a=b [n] = b=a [n])

3) Elle est transitive : (V (a;b;¢) € Z*) (a=b [n]etb=c [n] = a=c [n])
Proposition 5

Soit m un entier naturel non nul et (a;b;c;d) € Z*. Alors :

1) a = b [n] <(Les restes respectifs des divisions euclidiennes de a et b par n sont égaux)
2)Sia=b[n]etc=d [n],alors:a+c=b+d [n] et ac=bd [n].
3)Sia=b[n|etkeZ, alors: ka = kb [n]

4) Sia =b [n] et p € N, alors : a? = b [n]

Théoreme 10

Soit a, b et ¢ des entiers relatifs non nulles et n € N*,

Sid=cAn alors :

ac=bc [n]&a=b [%]

Proposition 6

Soit a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls et (n;p) € (N*)? tels que cAn =1

Alors :



1 ac E_bc [n] < a=b [n]
2 a;tb[n]iazb[p]
ac = be [p]
3 p premier =a=b [pl

p ne divise pas c
II- Les nombres premiers

2-1/ Rappels et compléments
Définition 6

Un entier relatif p est dit premier lorsqu’il admet exactement quatre diviseurs.

Remarques

Si p est un entier premier dans N, alors —p est premier dans Z. C’est pourquoi dans cette

section, nous nous limitons a l'ensemble N des entiers naturels.
L’ensemble des nombres premiers (positifs) est noté P.

Un entier n > 2 non premier est dit composé.

Théoreme 11
Soit m un entier composé supérieur ou égal a 2. Alors :
1) Le plus petit diviseur positif de n différent de 1 est un nombre premier.

2) n est un produit de nombres premiers. En particulier, n posséde au moins un diviseur

premier.

3) n posséde un facteur premier p tel que p? < n.

@w‘.z )( 5 )(@ % )( 2 3 5 7
a1 (23) )()( P )()( M 13 7 1
x R | Xx =5 @x =8 X 23 29 31 37
X@:ﬂ/ s ?og a1 43 47 63
Fi B AA 59 61 LT3 7

r 73 72 83 89

658
¥ ) x 97 101 103 107
BT )(>< 109 113
x )( inférieures ou égales
)l( 187 119 )( 2
Théoreme 12

L'ensemble P des nombres premiers positifs est infini.

Théoreme 13
1) Si p et g sont deux nombres premiers positifs distincts, alors ils sont premiers entre eux.
En d’autres termes : (p € Petqc Petp#q) =pAg=1

2) Si p € P, alors p est premier avec tous les entiers qu'il ne divise pas.



En d'autres termes : (Va € Z) (Vp € P) [(p ne divise pas a) = p A a = 1]

Proposition 7

Soit (a,b) € Z? et p un nombre premier. Alors :

p/ab < (p/a oup/b)
Corollaire
Soit a1, aq,...a, des entiers relatifs et p un nombre premier. Alors :
p/ai.as....a, < (Fi €{1;2;...;n} p/a;)
Soit a € Z et p un nombre premier. Alors :
(Vn € N¥)p/a™ < p/a
Soit p1,ps,...,P, et p des nombres premiers. Alors :

p/P1.D2....0n & (Fi € {1;2;...;n} p=p;)

2-2- Petit théoreme de fermat

Théoréme 14

1) Si p est un nombre premier positif, alors il divise a? — a, pour tout a € Z.
Autrement dit : (Va € Z) a” = a [p]

2) Si p est un nombre premier positif, alors pour tout a € Z : pAa=1=aP"' =1 [p]

Remarques

La réciproque du petit théoréme de Fermat n'est pas vraie. Autrement dit, si a? ' =1 [p],

alors ’entier p n'est pas nécessairement premier. A titre d’exemple, le nombre

2341

p = 341 = 31 x 11 n’est pas premier, or, il divise — 2 car :

Mg =2 (20— 1) —2((2%)" 1) = 2(2 — 1) P 2% = 2 x 3 x 341 x TP 21

Le petit théoréme de Fermat permet de calculer le reste de n'importe quel entier assez grand

modulo un nombre premier positif p.

2-3/ Décomposition en produit de facteurs premiers
Théoreme 15

Tout élément de Z * — {1; —1} admet une décomposition en produit de nombres premiers,
unique a

I’ordre pres des facteurs.

Autrement dit, si n € Z* — {1; —1}, il existe N € N* ¢ € {1; -1}, des nombres premiers
deux a deux distincts p1, p2,...pN, et des entiers oy, as,...anN tels que :

n=¢c.p1. p2*. .. pN¥

Ce théoréme est connu sous le nom « Théoreme fondamental de l'arithmétique ».
2-4/ Applications de la décomposition en produit de facteurs premiers

Théoréme 16

Soit n € Z* —{1; —1} et sa décomposition n = €. p;%. ps®... pNy* en produit de facteurs

premiers.



Les diviseurs de n sont les entiers relatifs : d = &’. p1". p2. .. py"™ avec
Vee{1;2;...; N} 0O <y < apetee{l;—-1}
Le nombre de diviseurs positifs de n est : (1 4+ 1) (1 + a2)...(1+ ay)



