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I- Limite infinie d’une fonction en +0o0 ou en —oo
Activité

Considérons la fonction f définie par : f(z) = z?
) ) . . ) - =7
1. Représenter graphiquement la fonction f dans un repére orthonormé (O; ;7 >
2. Compléter le tableau suivant :
x ~10% ~10" ~10 10 10 10%°
f(z)

3. Que remarquer pour les valeurs de f(z) quand z prend des valeurs positives de plus en

plus grands (c-a-d quand z tend vers +o00).

4. Que remarquer pour les valeurs de f(z) quand z prend des valeurs négatives de plus en

plus (c-a-d quand z tend vers —o0).

5. Conjecturer les limites suivantes : lim z® et lim z°

T——+00 T——00
Remarque

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme : [a, +o00[ (a € R)

Si f(x) tend vers 400 quand x tend vers 400, on écrit : lil}rl f<ac) = 400 ou
T—+00
lim f <m) = +00
+00
On peut exprimer aussi par des phrases les symboles suivantes :
® lim f(ac) = —00
Tr—+00
lim f<ac) = 400
Tr——00

lir_n f(w) = —00

Limites usuelles

(I faut que |—o0,a] € Dy).

On admet les limites suivantes :

3:

lim z=+o0 lim =z —00

T—+00 T——00

Iim z=—-00 lim \/_=+oo

T——00 T—+00

lim z? = +oo lim 2" = +o00 (n € N¥)
T—+00 T—+00

lim z2 = +oo ) n +o00 sin est paire
oo lim 2" = . . i

T——00 —00 st n est impaire

II- Limite finie d’une fonction en +00 ou en —oo
Activité



Considérons la fonction f définie par : f(z) = %

— —
1. Représenter graphiquement la fonction f dans un repeére orthonormé (O; 157 )

2. Compléter le tableau suivant :
z —10° —10* —10 10 104 106
f ()

3. Que remarquer pour les valeurs de f(z) quand z prend des valeurs positives de plus en

plus grands (c-a-d quand z tend vers +00).

4. Que remarquer pour les valeurs de f(z) quand z prend des valeurs négatives de plus en

plus (c-a-d quand z tend vers —o0).

. . . . 1 . 1
5. Conjecturer les limites suivantes : lim = et lim =
z—+oo L x——o0 T

Remarque

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme : [a, +o00[ (a € R), et soit
leR

Si f(z) tend vers le nombre | quand z tend vers +oo, on écrit : lim f(m) =1 ou

T—+00
lim f <:L’> =1
“+o00o

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme : [—o0,b[ (b € R), et soit
PeR

Si f(z) tend vers le nombre I’ quand z tend vers —oo, on écrit : lim f<:r> =1 ou

T——00
im (2 ) =1

Interprétation géométrique

La courbe (Cf) se rapproche de la droite d’équation y = [ au voisinage de co.

lim f(z) =1 o

JT’EIPDC f(ﬂ:) = I 1 rEl—I{l'x, f(i:) - j}-

T T T T
-8 5 ih =3 =2 =1 o 1

]
w
.
o
@
~

Propriété 1



lim £ =0et lim %:0

z—4oo T T——00
o . 1 . 1
En général : (vn € N*) : lim — =0et lim — =0
T—+00 T——00
. . 1
Onaaussi: lim — =0
z—400 /T

Propriété 2
Soit f une fonction numérique et I € R.

- Si f admet en 400 (ou en —oo) une limite, alors cette limite est unique.

tim s(x) <ve i g(e) ~1=0
- lim f<w>:l<:) lim f(;c)—le
T——00 T——00

ITI- Limite finie et limite infinie d’une fonction en un point

3-1/ Limite finie d’une fonction en un point
Définition
Soit a € R et | € R et soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme

I =]a—r;a+r[our >0, ousur un intervalle de la forme I =Ja — r;a + r[—{a}.
Si f(x) tend vers I quand z tend vers a alors on note : }:lgrlllf(m) =1

Soit f une fonction numérique et I € R.

- Si f admet en 400 (ou en —oo) une limite, alors cette limite est unique.

- lim f(m) =l< lim f(m) —-1=0
T—+00 T—+00

- lim f(a:) =l4 lim f(:c) —-1=0
T——0O0 T——00

Propriété

Si f admet une limite finie [ en a alors cette limite est unique.

3-2/ Limite infinie d’une fonction en un point
Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme I =]a — r;a + r[— {a}.

Si f(z) tend vers +o0o quand z tend vers a alors on note : lim f () = 400
r—a
On définie de la méme fagon : lim f (z) = —oo

Exercice

1. Calculer les limites suivantes :

lim 222 — 3
z—1
lim 222 — 3
r—2

lim X +1

z—3 de—2



ITI- Limite IV- Limite a droite et limite a gauche d’une fonction en
un pointet limite infinie d’une fonction en un point
Activité

Soit f la fonction définie par : f(z) = |lz—1](z+2)

z—1
1. Déterminer Dy.
2. Construire la courbe (Cf) de la fonction f.

3. A partir de la représentation graphique, que-remarque-t-on pour les valeurs de f (z)
quand x tend vers 1 et z > 1

4. Que-remarque-t-on pour les valeurs de f(z) quand z tend vers 1 et z < 1

Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle de centre a, on a :
limf(a:> =l< lim f(a:) = lim f(:c) =1
z—a z—a’ z—a
lim f(ac) =400 & lim f(a:) = lim f(m) = 400
T—a r—at r—a~
lim f(a:) = —00 & lim f(m) = lim f(.'z:) = —00
r—a rz—at r—a~
V- Opérations sur les limites

5-1/ Limite d’une somme

lim, g f(x) i | | +00 | —oo | 400
lim,_,, g(x) ! +oc | —o0 | 400 | =00 | =00
lime, [f(z)+g(z)] | I+ | 400 | =00 | 400 | —oe | F.L

5-2/ Limite d’un produit

limg . f(x) H [>0)|I>0|1l<0|1l<0| 400 | 400 | —00 0 0
limg_q g (x) r +o0 -0 +00 -0 |4 | =0 | —x | 4+ | =@
lim, o [f{z)xg{z)] [I=xV| 400 | —00 | —00 | 400 | 400 | —o¢ | 400 | F.I. | F.L
Il s’agit de la régle des signes

5-3/ Limite de l'inverse



0 0

limg ., f(x) I | 400 | —00 & Frs0 | s eyeo

—~

limy_ia ﬁ 0 0 +00 —00
.. 5 .
5-4/ Limite d’un quotient
+00 +00 +00
lim,_,, f(x) { I 1#0 ou ou ol 0
—00 —o0 -0
+0C +00
lim,_,, g (x) I'#0 ou 0 0 I'#0 ou 0
-0 -
! + 00 +0o0 +00
limy—q ::_E% I 0 ol on ol F.lL F.I
—0C —0c —0C
Il faut étudier le regle des
signe de g signes

VI- Limites de fonctions particulieres

6-1/ Limite d’une fonction polynéme - Limite d’une fonction rationnelle
Propriété

Soient P et @ deux fonctions polynomes et a € R, alors on a :

- glcll)rtlzP(m) = P(a)

: T P(z) . P(a)
- Si Q (a) # 0, alors : 91615% o0 = 0@

- Si az™ et bz™ sont des termes de plus haut degré de P et @ respectivement (a,b € R et

m,n € N*), alors :
. . n . P(z) .
lim P(z)= lim az" et lim = lim -
z—+00 z—+00 z—+o0 Q7) z—+o0 0T

az"

6-2/ Limites des fonctions irrationnelles

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme [a, +00[, avec
(Ve € [a,+o0]) f(z) >0

-Si lim f(z)=1letl>0,alors: lim /f(z)=+1

z—+00 T—+00
- Si zETmf(x) = 400, alors : xgrfm f(z) =+o0

6-3/ Limites des fonctions trigonométriques

li sinz tanx

—1; lim 02 — 1 Jim 12907
z—0 z—0 z—0 7

(Va € R) liin cos (z) = cos (a) et lil)n sin () = sin (a)

(Vae R— {3 +kn/k e Z}) lim tan (z) = tan (a)

l—cosz l
2

(Va € R*) lim Singm) =aet lim taniaw) =a

z—0 z—0

VII- Théoreme de comparaison

Théoréme



Soit I un intervalle de la forme [a,+o00[ et I € R et soient f, u et v des fonctions définies sur
I:

(Vz e I) f(z) > u(x) .
LY lim u(z) =400 = Mm fl@)=too

(Ve eI) f(z) <u(x)

lim u(z) = —oo = lim f(z)=—oco
(Ve € I u(z) < f(z) < v(a)

lim u(e) = lim v(e)=1 = LR
(Ve el) |f(z) =l <u(z)

lim u(z) =0 = lim f(z) =1

IIX- Exercices

8-1/ Exercice 1

1. Déterminer les limites suivantes :

1 lim z*= 8 lim 22! =
T——00 T—>+00
2 lim z!= 9 lim + =
T—+00 r——00 T
. . 1
3 lim z°= 10 lim — =
T——00 z—+oo T
. . 1
4 lim 2°= 11 lim —= =
T—+00 z——o00 T*
5 lim 22 = 12 lim = =
T——00 z—+oo T
6 lim 229 = 13 lim /z =
T—+00 T—+00
. . 1
7 lim 2?9 = 14 lim — =
T——00 z—400 VT

8-2/ Exercice 2

Soit f la fonction définie par : f (w) = 2l

z—1

1. Déterminer Dy.

2. Calculer les limites de f aux bornes de Dy.

g(w):%;w>0

Soit g la fonction définie par : {
glz)=2%;2<0

4. Déterminer lim g(z) et lim g(z)
z—0" z—0"

5. Est que la fonction g admet une limite en 0 7

8-3/ Exercice 3

1. Calculer les limites suivantes :

1 lim —3zyz+1= 5 lim 1—z++1-2z=

T—+00 T——00

2 lim Viz+1-—2yz—1= 6 lim —+4z2 1=

3
T—+00 z——00 L




3 lim Vz2—z+1—x= 7 lim 224z —2z =

T—+00 T—+00
4 lim 24+ 1+z= 8 lim zZ4+zxz—x=
r——00 r——00

8-4/ Exercice 4

1. Calculer les limites suivantes :

. sin(bz) . sin(6z).tan(z)
lim=—=—= 8 Im e —
2 liII(l) = ta;im) = 9 liT T sin (%) =
z— T—+00
3 lim — 2202 _ 10 lim —2202) _ _
z—0 sin(x) z—0 +/1—cos(z)
o 1 . o o
4 g};rr% e 11 };13%) (1 —sin(z)) tan (z) =
5 = T - 2l ane)
T— mz T3
) sin(z) —+/3sin
6 9161_% - cos(3z) - 13 111.’% —cos(Gwém:/js (@) =
. cos(z) o . cos(x)
7 ;IB% ~ Ttsin(z) 14 mllgﬂ 1-sin(z)

2

8-5/ Exercice 5

1. Calculer les limites suivantes :

i . 249241
1 limz2+4+2zx+3= 8 lim Tl _
2
z—2 r——1 Ttz
i . 3422242
211111;: 9 llm J!+l’+$:
z—2 T2+2z+3 T—1* z+1
3 4_9..3 2 _
3 lim+\/z2+2z2+3 = 10 lim &=22tte’+a-1
z—2 z—1 x24x—2
im Ttetl . Jzriz-3
4 lim z+1 = 11 hIIl — =
z—0 ) z—>—3 -9
im =2 — . JTTI-2
5 lim z—3 12 lim 5 =
z—3 s o 23 T
. 3— . 3_
6 lim =—= = 13 lim -~ 8 _
z—3 2-af z—2 T*—3z+2
. —T _ . 2_
7 lm o= 14 lim 2% —
z—2" z—3 (z—3)

8-6/ Exercice 6

1. Calculer les limites suivantes :

. 2z +z—5
1 lim =
z—+oo L3
. —222 1
2  lim e

z——0co0 Hritz—8
. 2x2—4x+3
3 lim ——— =
z—+oo Z?tz+l

. 1
4 lim f — =
r—>—00 T +1 z+3
. 1—22
5 lim =

z—+oo L6
. Vzi+1
6 lim — =

T—+00







