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|- Intégrale d'une fonction continue sur un segment

1-1/ Intégrale et primitives

Définition 1

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et soit a et b deux éléments de [

Le nombre F'(b) — F'(a), ou F est une primitive de f, est appelé I'intégrale de
la fonction f de a a b, et on le note fab f(z)de.

On écritalors : [ f (z)da = [F (2))’, = F (b) — F (a)

Remarque

fab f(z)dz se lit « somme de f (x) de a et b » ou « intégrale de de a et b »
Les nombres a et b s'appellent les bornes de cette intégrale.

Dans I'écriture fab f (:c) d z, la lettre x peut étre remplacée par une autre lettre.
Ainsi, on a : fabf(x)daz = fabf(t)dt = fabf(u)du =....

Applications

1. Déterminer la dérivée de la fonction F': £ — In (m +xz2 + 1) sur RT,
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2. Calculer les intégrales suivantes :
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Propriété 1
Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Alors on a pour tous a, b et c de
I:
faaf(x)dzc:()etfbf dx——fb r)dz
fab f@)ydz= [ f(z)dz+ f f (z) dz (C'est la relation de Chasles pour les
intégrales).
Applications
Calculer les intégrales suivantes :
A= f02 13z — 4|dz
B:f2 ‘w2—3m—4|dx
C=[% |sm 2x|dx
Propriété 2
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I.
Pour tout (a,b) € I? et pourtout A € R :
[, (f@@)+g(@)da = [, f(@)da+ [ g(x)da
et
J A @ dz =[] f(z)de
1-2/ Expression d'une primitive a l'aide d'une intégrale
Proposition 1
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a un élément de 1.
La fonction ¢ définie sur I par ¢ (z f f (t)dt est la primitive de f sur I
s'annulant en a.
Remarques
1- La fonction ¢ citée dans la proposition 1 est dérivable sur I et de plus :
(Ve € I) ¢’ (z) = f ()

Il s'ensuit donc que pour tout xg € I :
lim [, ft)dt = lim ADA) — o () = f (0)

x—xg Lo T—x T—Zo

On a aussi :



lim £ [ f () dt = f (x0)

2- Puisque In est la primitive de la fonction = +— % sur Rj qui s'annule en 1

alors: (Vz € R*) Inz = flx % dt
Proposition 2

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et v une fonction dérivable sur un
intervalle J telle que v (J) C I. Alors pour touta € I :

La fonction F' : z — fav(a’) f (t)dt est dérivable sur J et de plus :
(Ve € J) F' (z) = v’ (2) f (v(z))
Applications
Montrer que les fonctions F' et G définies par F' (z) = szim V1—t2dtet
G(z) = f_zi In (e’ + 1) d ¢ sont dérivables sur R et déterminer leurs fonctions
dérivées.
1-3/ Interprétation géométrique d'une intégrale
Proposition 3

Soit f une fonction continue et positive sur un segment [a;b] (a < b) et €¥ sa
courbe représentative dans un repere orthogonal.

L'aire du domaine délimité par la courbe ‘ff, I'axe des abscisses et les droites
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d'équations z = a etz =best o/ = [ f(x)dz (exprimée en unités d'aire)
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Applications
Soit f la fonction numérique définie sur R par f (z) = 6 + 5e” — €%, et 6 sa

— —
courbe représentative dans un repere orthonormé (O, 1,7 ) avec

— 7
il =17l = 2em.
Résoudre dans R I'inéquation f (z) > 0, puis déterminer I'aire du domaine

délimité par (ff, les axes du repére et la droite d'équation x = In (%)

lI- Techniques de calcul d’intégrales



2-1/ Utilisation des primitives
Pour calculer une intégrale, on envisage en premier temps d'utiliser le tableau
des primitives des fonctions usuelles et leurs propriétés.

Ainsi, et avant d'entamer le calcul d'une intégrale d'une fonction f, on doit
vérifier la continuité de f sur l'intervalle d'intégration, puis voir si f s'écrit sous
la forme u’. (v’ o u) (car une primitive de f est donc v o u), ou bien voir si le
probléme demande de transformer I'expression de la fonction f en une somme
des fonctions faciles a intégrer.

Maintenant que le lien entre recherche de primitives et calcul d'intégrales a été
rappelé, nous allons donner deux méthodes permettant de simplifier le calcul
d'intégrales et donc la recherche des primitives, a savoir :

¢ Intégration par parties

¢ Intégration par changement de variable
2-2/ Intégration par parties
Proposition 4

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I telles que ses dérivées u’
et v’ soient continues sur 1.

Alors pour tout (a;b) € I? ona:
[Pw (o @)dt = [u@)v )] — [Pu(t) (t)dt

a

Applications

En appliquant la formule d'intégration par parties, calculer les intégrales
suivantes :

I = f11n2:vemdaz
I, :f12x\/2—a:dm
I3 :fo‘/gln (t2—|—1)d:I;

2-3/ Intégration par changement de variable

Proposition 5

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle E telle que u’ est continue sur E

etu(E) C I.
On a alors pour tout (a, 8) € E? :
faﬁf(u (t).uw (t)dt = fulélﬂ)) f(z)dz
Si u est une bijection de E vers I, alors pour tout (a;b) € I ona:

L f@dz =[50 fu (). w (t) dt

Remarque



Pratiquement et en posant x = u (t), on trouve ‘fl—t = u’ (t), c’est-a-dire que
dx = v’ (t)dt, de sorte que I'expression f (u (t)).w’ (t) d t soit égale a
I'expression f (z)dz, eton a:

t=a=z=u(a)ett=0=z=u(Pf)
On dit qu’on a effectué un changement de variable en posant z = u (t).

Applications
Calculer les intégrales suivantes :

I = fol Lm dz (poser r = cost)

dz (pose'rt =1+ 41 +:c>

fO 1+\/1+_:v



