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III- Limite d’une suite numérique

3-1/ Suite de limite infinie
Définition 5

On dit que la suite (u,) a pour limite 400 si tout intervalle de type |A4; +oo[, ou A > 0,

n>ny

contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang, ce qui revient a dire que :
(VA > 0)(3IN € N) (Vn > N) u, €]4;+00|

On dit alors que la suite (uy,) diverge vers 400, et on notera :

n>ng

lim w, = +o00 ou lim (u,) = +o0
n——+00

On dit que la suite (uy,) a pour limite —oo si tout intervalle de type |—o0; —A[ contient

n>ng

tous les termes de la suite a partir d’un certain rang ; ce qui revient a dire que :

(VA>0)(3IN € N) (Vn > N) u, €] — c0; —A|



On dit alors que la suite(un),,, —diverge vers —oo, et on notera :

lim wu, = —o0 ou lim (u,) = —00
n——+00

Remarques
Si k € R%, alors on a l'implication :

lim u, =400 = lim ku, =400
n—-+o0o n—-+o00

On a les équivalences suivantes :

lim u, =+o0c0< lim (—u,)=—00
n—-+o0o n—-+00

lim u, = —0c0< lim (—u,)=+o00
n—-+00 n—-+00

3-2/ Limite infinie des suites usuelles

Proposition 1

Les suites (\/ﬁ)n, (n),,» (n2)n et (n3)n tendent vers +o0o0 quand n tend vers +oo.
Proposition 2

Soit (Un)psn, €6 (Vn)ysy,, deux suites numériques telles que pour tout n > ng : up < vy

Si lim wu, = +o00, alors lim v, = 4o00.

n—-+o0o n—-+o0o
Si lim v, = —o0, alors lim wu, = —oo.
n—-+00 n—-+00

Proposition 3
Soit a un réel quelconque.

Sia>1alors lim a® = 4+o0.
n—-+o0o

Sipe N*alors lim n? = +oco.
n—-+00

Applications

Déterminer les limites suivantes :
1 lim (M)n

n—+00 01 n
. 142
2 lim ( +—\/_)
n—-+00 V3
2017

[\
=}

3 lim n
n—-+o0o
4 lim (n®+2")
n—r-+00
. 542"
5 lim t
n—-+00 3

3-3/ Convergence d'une suite numérique
Définition 6

Etant donné une suite numérique (uy,) et 1 € R, on dit que (uy) tend vers 1, ou

n>ng n>ng

encore converge vers 1, si tout intervalle ouvert centré en 1 contient tous les termes de la

suite (uy) a partir d’un certain rang.

n>ng

En d’autres termes :



(Ve>0)(INeN)(Yn>N); |u, -1 <e
Et on écrit :

lim u, =loulim (u,) =1
n—+00

Définition 7
On dit qu’une suite numérique est convergente si elle admet une limite réelle.

Dans le cas contraire, on dit qu’elle est divergente.

Remarque
Dire qu'une suite diverge (ou qu'elle est divergente), ne signifie pas qu'elle tend vers 1'infini.

Cela signifie exactement que la suite n'a pas de limite ou qu'elle tend vers 1'infini.

Applications
Soit (un),>; la suite numérique définie par u, = #

1. Montrer en utilisant la définition que lim w, = 0.
n—-+0o

Tn—2
3n+4

On considere les deux suites (vy,) et (wy,) définies par v, =

2. Montrer en utilisation la définition que lim v, = % et lim w, = 2.
n—-+o0o n—-+00

3-4/ Convergence des suites usuelles
Proposition 4
1

. 1 1
Les suites (—n)n21, (%)@1 et (F>n>1 tendent vers 0 quand n tend vers +oo.

3-5/ Unicité de la limite

Proposition 5

La limite d’une suite numérique, lorsqu’elle existe, est unique.
Proposition 6

Toute suite convergente est bornée. La réciproque est fausse.

3-6/ Opérations sur les limites
Proposition 7

Soit (un),>p, €6 (Vn),>,, deux suites numériques convergentes. Alors :
La suite (up + vn),>,, est convergente, et de plus : lim (un + v,) = lim (u,) + lim (vy,).

La suite (. vn) est convergente, et de plus : lim (u,.v,) = lim (u,) X lim (vy,).

n>n,

\ lim(u,)

Si lim (v,) # 0, alors la suite <:—) est convergente, et de plus : lim (%) =
n>ny "

n lim(v,)

Applications

Calculer la limite de chacune des suites suivantes définies par :



2,/n—7
- Tyn+3
n?—3n+4
n2+5n+7
3w, — 2n—3
™ n33n241
(n+4)(—3n?+1)

4 =
Tn 5n3+-8n

1 u,

2 v, =

3-7/ Extension des opérations sur la limite de suite

On admet que les résultats sur les limites des fonctions restent valables pour les limites des

suites :

® [imite d’une somme :

limau, £ { . f +o0 o0 +00
|
limy, g w0 | —o +00 —a0 —c0
| = — _—
im, +v )| 7+ | + e
+ 40 —0 o0 —a0
i S indéterminée |

® Limite d'un produit :

| | -
lim 4 | e +0 —a0 | —a0 +a0 +00 ou —o0
n
limy, ¢ | >0 | £<0 AT I i 0
i - i B Forme
lim(u, xv,) | B = = i i : '
indéterminée

® [imite d’une inverse :

limu, £#0 +0 ou +© 0
.
T : 0 lim = = +o0
un £ |H”|

3-8/ Limites et ordre
Proposition 8
Soit (Un),p, €6 (Vn),s,, deux suites convergentes. Alors :

Si la suite (uy) est positive, alors lim u,, > 0.

n>ng
Si u, < v, pour tout entier n > ng, alors lim u, < lim v,.
Remarque

Si (un)

positive, alors il suffit de chercher un réel m > 0 tel que u,, > m a partir d'un certain rang.

n>n, €St une suite convergente dont on souhaite montrer que sa limite est strictement

3-9/ Monotonie et convergence
Théoréme 1

Toute suite croissante majorée est convergente.
Toute suite décroissante minorée est convergente.

Ce résultat porte le nom de «Théoreme de la convergence monotoney.



Remarque

Le théoréeme de la convergence monotone assure la convergence de la suite mais ne

détermine pas sa limite.

Applications
1. Montrer que la suite (u,) définie par ug = 3 et pour tout n € N : u,, 1 =3 — %, est

décroissante et minorée par %
2. Que peut-on en déduire quant a la convergence de la suite (uy) ?
Soit (vn),; la suite numérique définie par : v, =1+ % + %+. . +$
3. Montrer que pour tout entier k> 2 : k! > 2¥"1. En déduire que la suite (vn)n21 est
majorée.
4. Montrer que la suite ('un)n21 est croissante puis en déduire qu'elle est convergente.
Proposition 9
Toute suite croissante non majorée tend vers +oo.

Toute suite décroissante non minorée tend vers —oo.

IV- Criteres de convergence

4-1/ Existence de la limite par encadrement
Théoréeme 2

Soit (vp,) et (wp)
Si (un)

alors la suite (uy)

deux suites numériques convergeant vers une limite commune 1.

n>nyg n>nyg

s, €St une suite vérifiant 1'encadrement v, < u, < w, a partir d'un certain rang,

n>n, CONVErge et sa limite vaut L.

Ce résultat est appelé « Théoreme des gendarmes»

Applications

/msin(n)

Soit (un) la suite numérique définie par : un = ~——

1. Déterminer la limite de la suite (uy).

. . . Lo . . _ 2n-+1 1
2. Calculer les limites des suites (vn),>; et (wn),>; définies par : v, = 355" —— et
W = In+1 1
" k=1 YTk’
Corollaire
Soit (un),,, une suite numérique et 1 un nombre réel.

S'il existe une suite (v,) tendant vers 0 telle que pour tout n > ng, |u, — 1| < v,, alors la

n>ny

suite (uy,) converge et sa limite vaut 1.

n>ng
Proposition 10
Soit 7 un nombre rationnel non nul.

Sir>0alors lim n" = +o0.
n—-+oo

Sir<0alors lim n" =0.
n—-+o0o



4-2/ Limite d'une suite géométrique
Soit ¢ un nombre réel non nul.

® Sig>1 alors limg™ = +o00.

® Si —1<gqg<1alorslimg™=0.

® Sig=1 alors limg™ = 1.

® Si g < —1 alors la suite (¢"), .y n’admet pas de limite.



