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|- Expériences aléatoires - Probabilité d’'un évenement
1-1/ Expériences aléatoires

Si on lance une piece de monnaie, on ne peut pas prévoir le résultat. On dit que
le lancer d’une piece de monnaie est une expérience aléatoire.



Chaque résultat d’'une expérience aléatoire est dit éventualité.

L’ensemble de toutes les éventualités d’une expérience aléatoire est dit I'univers
des éventualités (ou simplement I'univers), et noté généralement 2 (pour le
lancer d’une piéce de monnaie, on a: 2 = {P; F}).

Chaque sous-ensemble de I'univers {2 (formé d’une ou plusieurs éventualités)
est appelé un événement (obtenir le coté P est un événement, on écrit
A={P}).

Un événement élémentaire est un événement formé d’'une seule éventualité.

L’intersection A N B de deux événements A et B est I'événement '’ A et B“
formé des éventualités communes a A et B.

L'union A U B de deux événements A et B est I'événement A ou B’ formé des
éventualités de I'un au moins des événements A et B.

L'événement contraire d’un événement A noté A est I'événement constitué des
résultats de I'univers {2 qui ne sont pas dans A ( A se réalise si et seulement si
A ne réalise pas).

L'événement impossible () est I’événement qui ne contient aucune éventualité (il
est impossible a réaliser).

L’événement certain {2 (se réalise toujours).

1-2/ Stabilité de la fréquence d’'un événement - Probabilité
d’'un événement

Définition
Soit {2 I'univers des éventualités d’une expérience aléatoire.

Lorsque la fréquence d’un événement élémentaire {w;} se stabilise a une valeur
p;, on dit que la probabilité d'événement {w; } est p;, et on écrit P ({w;}) = p;.
Pour tout événement {w1;ws;....;w;} de {2, la probabilité A est la somme des
probabilités des éventualités qui le composent :

P(4) = P({wr}) + P({we})+... +P({w}) = p1 + pat... +pi

|- Expériences aléatoires-Probabilité d’'un évenement
Propriéteé

Soit {2 I'univers des éventualités d’une expérience aléatoire.
VAe2;0<p(4)<1

p(2)=1letp(@)=0

p (A) =1-p(4)

Si A et B sont deux événements de 2, on a

p(AUB)=p(A)+p(B) —p(ANB).

Si A et B sont deux événements incompatibles de 2, ona AN B = (), et donc
p(AUB)=p(A)+p(B)



|- Expériences aléatoires - Probabilité d’'un évenement

1-3/ Hypothese d’'équiprobabilité

Définition

Si tous les événements élémentaires ont la méme probabilité, on dit que
I’hypothése d’équiprobabilité est réalisée.

Propriété

Soit Q I'univers des éventualités d’'une expérience aléatoire, la probabilité de
I’événement A de (2 est :

P (A) __ nombre éléments A __ card(A)
~ nombre éléments 2 card(12)

Exemple
lI- Probabilité conditionnelle

2-1/ Probabilité conditionnelle

Définition

Soient A et B deux événements associés a une méme expérience aléatoire tes
que P (A) # 0.

La probabilité de I'’événement B sachant que de I'’événement A est réalisé est le

nombre noté Py (B) ou P (B/A) défini par: P4 (B) = szjf)

Propriéte
Soit {2 I'univers des éventualités d’une expérience aléatoire.

- Si A et B deux événements de {2 tels que P (A) # 0 et P(B) # 0, alors
P(AnB)=P(A)xPy(B) e P(ANB)=P(B)x Pg(A).

OnaP(B)=P(BNA)+P <Bﬂ7), donc
P(B)y=P(A)x Py (B)+ P <Z> X P (B) : Cette relation est appelée loi

des probabilités totales.

2-2/ Indépendance de deux événements

Définition

Soient A et B deux événements associés a une méme expérience aléatoire.
On dit que les événements A et B sont indépendants si
P(ANnB)=P(A) x P(B).

Exemple

Propriéteé



Soient A et B deux événements associés a une méme expérience aléatoire tel
que P (A) # 0.

Les événements A et B sont indépendants si et seulement si

P4 (B) = P(B) & Py (A) = P (A).

Dire que les événements A et B sont indépendants signifie que la réalisation de
I'un n’influe par sur celle de lI'autre.

lll- Indépendance de deux épreuves

3-1/ exemple

On considere deux urnes Uj et Us.

L'urne U; contient 7 boules : 3 blanches et 4 rouges.
L'urnelUs contient 10 boules : 6 blanches et 4 rouges.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

On tire une boule de I'urne Uq, et une boule de I'urne Us.

On considere I'événement E «obtenir 1 boule blanche de I'urne Uy, et 1 boule
rouge de l'urne Uy».

Cette expérience est formée de deux épreuves, I'une consiste a tirer une boule
de I'urne U; et I'autre a tirer une boule de 'urne Us.

Le résultat d’'une épreuve est indépendant du résultat de 'autre.

On dit dans ce cas que cette expérience est formée de deux épreuves
indépendantes.

On considéere les événements suivants :

e F/1 «obtenir 1 boule blanche de lI'urne Uy ».
e F5 «obtenir 1 boule rouge de I'urne Uy».

La probabilité de I'’événement E est le produit des probabilités des événements
FEq et Es.
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3-2/ Epreuves répétées
Propriété
Soit A un événement associé a une expérience aléatoire de probabilité p.

La probabilité de réaliser exactement k fois I’événement A est CFp*(1 — p)"_k

pour tout k € {0,1,2,...,n} oun est le nombre de répétitions de I'épreuve
dans les mémes conditions.

Exemple



Si on lance une piece de monnaie 5 fois de suite, alors la probabilité de
I’événement A «obtenir le coté F5 fois exactement» est
. 2/1 2 1\9—2
P(A)=Ci(3) (1-3)
IV- Variables aléatoires

4-1/ Variable aléatoire - Loi de probabilité d’une variable
aléatoire

Définition

Soit {2 I'univers associé a une expérience aléatoire.

Toute fonction définie sur I'univers {2 a valeur dans R est appelée variable
aléatoire, notée X ouY ou Z ...

Les valeurs prises par la variable aléatoire X notées X ({2).

Soit X une variable aléatoire définie sur un univers {2 associé a une expérience
aléatoire telle que X (£2) = {z1,x2,...., 22}

Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X, c’est calculer la
probabilité de chacun des événements {X = z;} ot i € {1,2,....,n}

On résume souvent la loi de probabilité de la variable aléatoire X par le tableau
suivant :

Xi X1 | X2 Xn
PX=x) [p1 | P2 Pn

Exemple

4-2/ Espérance mathématique - Variance et écart-type
Définition

Soit X une variable aléatoire définie sur un univers {2 associé a une expérience
aléatoire.

On note X (£2) = {z1,x2,....,x2} et P(X = x;) = p; pour tout
i€4{1,2,....,n}.
L'espérance mathématique de la variable aléatoire X est le nombre réel noté

n
E (X) définie par E(X) = > z;p;.
1
La variance de la variable aléatoire X est le nombre réel noté V (X) définie par
2
V(X) =X (@ — E(X))’'pi = B (X?) — (B(X))".

L’écart-type de la variable aléatoire X est le nombre réel positif noté o (X)
définie par o (X) = /V (X).

Exemple

4-3/ Loi binomiale
Définition



On considere une expérience aléatoire formée d’une répétition n fois de maniere
indépendante d’une méme épreuve a deux issues : A succes de probabilité p, et
"A échec de probabilité ¢ = 1 — p.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois que le succes se réalise au
cours de cette expérience.

On dit que la variable aléatoire X suit la loi binomiale de parametres n et p,
notée X — B (n;p).

La loi de probabilité de la variable aléatoire X est appelée loi binomiale de
parametres n et p.

Propriété

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de parametres n et p.
Ona:

Les valeurs prise par la variable aléatoire X sont: X (£2) = {0,1,2,....,n}
(Vk € {0,1,2,....,n}) : P(X =k) = Chp*(1—p)" "

L’espérance mathématique de la variable aléatoire X est: E (X) = np.

La variance de la variable aléatoire X est :

V(X) =npg=np(1—p)=E(X).(1-p).

L'écart-type de la variable aléatoire X est: 0 (X) = /V (X) = /np (1 — p).

V- Exercices
5-1/ Exercice 1

On lance 3 fois de suite une piéce de monnaie. On considére les événements
suivants : A «obtenir exactement une fois le coté F »

et B «obtenir au plus une fois le coté P »

1. A l'aide de I’arbre des issues, déterminer I’'univers des éventualités .
2. Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants : A; B; AN B
3. Que peut-on conclure sur les événements : AetB ?

5-2/ Exercice 2

I. Une urne contient 10 boules : 3 jaunes, 2 vertes et 5 rouges. Toutes les
boules sont indiscernables au toucher.

On tire au hasard successivement et sans remise 3 boules de l'urne.

1. Déterminer le nombre de tirages possibles.
2. Déterminer la probabilité de chacun des événements :

A «obtenir 3 boules rouges».

B «obtenir 3 boules jaunes».

C «obtenir 3 boules de méme couleur»

D «obtenir 2 boules jaunes et 1 boule verte».



E «obtenir 1 boule de chaque couleur».
F «obtenir au moins 1 boule jaune».
G «obtenir exactement 2 couleurs».

3 On tire au hasard successivement et avec remise | boules de
I’'urne.Répondre aux questions précédentes

5-3/ Exercice 3

a. Une urne contient 9 boules : 5 blanches et 4 noires. Toutes les boules sont
indiscernables au toucher.

On tire simultanément et au hasard 2 boules de I'urne
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches tirées.

1. Déterminer les valeurs prise par la variable aléatoire ' .
2. Déterminer la loi de probabilité de variable aléatoire | .

3. Calculer I'espérance mathématique E(X), la variance V(X)et I’écart-type
o (X)



