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|- Fonction Logarithme Népérien
1-1/ Définition



La fonction logarithme népérien est la primitive de la fonction x — % sur
I'intervalle |0, +-o0o[ qui s’annule en 1.

On la note In

Le domaine de définition de la fonction In est ]0, +-oo], et In (1) = 0.

La fonction In est continue et dérivable sur |0, +oo[, et In’ () = %

1-2/ Propositions 1

La fonction In est strictement croissante sur |0, +-00[. On a alors :
Pour tout z,y €]0, +o0[, on a

In(z)<ln(y) @z<yetln(z)=Ih(y) cz=y

Pour tout «,y €]0, +00], on a

In(z) =0 z=1

h(z) <0ez<l

In(z) >0z >1

Exemple

1-3/ Propositions 2
Pour tout z,y €]0, +o0[, et pour tout 7 € Q on a :
In (zy) = In () + In (y)
In (%) =In(z) — In (y)
In (1) =—1In(z)

1-4/ Propositions 3
L'équation In(x) = 1 admet une unique solution dans ]0, +oc[. On la note : e
Ona:ln(z)=1<z=ce

A I'aide de la calculatrice, on trouve comme valeur approchée de e :
e = 2,718281828

Onaln(e") =r; (reQ)
Pourtoutz > 0,onaln(x) =r< z=¢€"
1-5/ Limites Fondamentales

lim In(z) =4

Tr——+00
lim In(z) = —oc0

z—0"
lim zln(z) =0

z—0"
lim lnix) =0"

T—+00



. In(2)
I o7 =1
lim In(z+1) _ 1
z—0 r
im 2% . (reN¥)
z—+oo T
lim z".In(z) =0; (r € N¥)

x—0"

1-6/ Etude et représentation

Soit D¢ le domaine de définition de la fonction In, On a Dy :]0, —|—oo[

Soit (‘ff) la courbe représentative de la fonction In dans un repere orthonormé

— =
<01i7j)

Ona lim In(z) = —oo, alors la courbe (‘Kf) admet I'axe des ordonnées comme
z—07"

asymptote.

Ona lim In(z) =+ocoet lim
T—+00 T—+00

parabolique dirigée vers I’axe des abscisses.

In(z)

= 0, alors (‘Kf) admet une branche

Concaviteé

Ona Vz E}O, —I—oo[ , In” (z) = ;—21 alors la courbe (%) est concave sur
0, 400

Deplusln(l) =0etln(e) = 1.

Tableau de variations de la fonction In

X 0 1 e +co

In (x) /

Courbe de la fonction In



1-7/ Dérivée Logarithmique
Proposition 1

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I de R telle que :
Veel : u(z)#0
Alors la fonction £ — In (|u (z)|) est dérivable sur I, et on a :

In” (ju(2)]) = 2.

Exemple

Proposition 2

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I de R telle que :
Veel : u(z)#0

Les primitives de la fonction x — % sur I sont les fonctions
z— In(lu(z)|) +c¢ (c € R)

Exemple

lI- Fonction Logarithmique de base a
2-1/ Définition

Soit a un réel strictement positif et différent de 1.

La fonction logarithme de base a est la fonction numérique notée par log, (z) et
In(z)
In(a)

définie sur |0, +oo[ par : log, (z) =

Remarques
La fonction Logarithme de base e est la fonction logarithme népérien car :

In(z
log, (2) = 3y = In (@)

1
Ona:log, (a) =

In
lnEZ; =1; log,(1)=0; log,(a")=r
Exemple

2-2/ Propriétés



Pour tout z, y €]0, +00[, et pour tout 7 € Q on a :
log, (zy) = log, (z) + log, (v)
log, (£) = log, (z) — log, (1)
log, () = —log, (z)
log, (a") = r. log, ()
lI- Fonction Logarithmique de base a

2-2/Etude de la fonction log,
Soita € R*; — {1}
Si a > 1, alors la fonction log,, est strictement croissante sur |0, +o0|.

Si 0 <@@< 1, alors la fonction log,, est strictement décroissante sur |0, 4+-00].

Sia €)0,1] alors lna < 0 Sia €]1,+oo[ alors [na >0
Et donc : (Vx €]0, +o[) (Lag;,[x) = x;a < 0}, Etdonc: (Vx €]0, +oo[) (Lng;(x) = I:M > {}).
X 0 a 1 +oo | = 0 1 a oo
Logh(x) b= & = f Loga(x) o W

b g : | ! ; v
Loga(x) \\1“‘\’ Loga(x) : !
UH““H«H__M ey

lll- Fonction Logarithme décimal
3-1/ Définition

La fonction logarithme décimal est la fonction logarithmique de base 10.
Elle est notée log () .

Ona:Vx E}O,JrOO[ : log(z) =

3-2/ Propriétés

Pour tout = €]0, +o0[, et pour tout 7 € Q on a :
log(z) =r < z=10"
log(z) >r < x> 10
log(z) <r<axz <10

Exemple



V- Exercices

4-1/ Exercice 1
Soit g la fonction définie sur I'intervalle |0, +o0o[ par: g (z) = 32> — 6Ilnz + 6
1. Etudier les variations de la fonction g.

2. Déduire le signe de g sur l'intervalle |0, +o0].

Soit f la fonction définie sur I'intervalle |0, oo par: f(z) =3z — 2 + 61;193
7
Et soit (‘Kf) sa courbe représentative dans un repere orthonormé | O, i, j |.

3. Calculer lim+ f (), puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
z—0

4. Calculer lim f(z).

T—+00
5. Montrer que la droite (A) d’équation ¢ @= 3z — 2 est une asymptote
oblique a la courbe (‘Kf) au voisinage de +00.
6. Etudier la position relative de (‘Kf) par rapport a (4).

_ 9(z)

7. Montrer que Vz G}O,+oo{ : ()

8. Dresser le tableau de variations de f sur |0, +o00].

9. Montrer que I’équation f(x) = (0 admet une solution unique a dans [%, 1].

— =
10. Tracer (A) et la courbe (%) dans le repere (O, i, j |.

4-2/ Exercice 2

Soit f la fonction définie par: f (z) = 2z+1tlnz

T

— —
Et soit (%f) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, 1, 7] )

1. Déterminer Dy I'ensemble de définition de f.
Calculer li t i :
alculer lim f (z) e Jim f(z)

z—0

N

Etudier les branches infinies de la courbe (‘ff)

Dresser le tableau de variations de f sur Dy.
2lnz—1
IB2

Etudier la concavité de la courbe (‘Kf)

Montrer que :Vz € Dy : 7 (x) =

o v s W

— —
7. Tracer (6) dans le repere (O, i, j |.

4-3/ Exercice 3



Soit f la fonction définie sur I'intervalle |0, +oo[ par :
f(z) =1n®(z) — In(z) + 2

— —
Et soit (‘Kf) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, 1,7 )

1.

2.

5.

. Montrer que V& €i|0,+oo|: : f(x) =

Calculer lim+ f (z), puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
z—0

Etudier la branche infinie de la courbe (‘(g”f) au voisinage de +o00.

z—1+2Inz
—

. Montrer que la fonction f est strictement croissante sur |1, +o0[, et

strictement décroissante sur |0, 1.
Dresser le tableau de variations de f sur |0, +o00.

On note (D) la droite d’équation y = x.

o ®©® N o

10.

On considére la suite numérique (u,,) définie par : {

11.

12.
13.

Résoudre dans |0, +oo[ I’équation suivante : In (z) (In(z) — 1) =0
Etudier la position relative de (€}) par rapport & (D) sur ]0, +oo|.

Calculer f” pour tout  de |0, +00].

Montrer que le point d’abscisse x = e% est un point d’inflexion de la courbe

(%7).
— —
Tracer (D) et la courbe () dans le repere (O, i,] )

Uy = \/E

Unt1 = [ (uy), Vn € N
Montrerque:Vn € N; 1 < u, < \/E.

Montrer que la suite (u,) est décroissante.

En déduire que la suite (u,,) est convergente et déterminer sa limite.

4-4/ Exercice 4

Soit f la fonction définie sur |1; +oo| par: f(z) =
1.

1
zlnz

Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition.

2. En déduire les asymptotes a sa courbe (C’f).
3.
4

. Tracer (C’f) ainsi que sa tangente au point d'abscisse e.

Dresser le tableau de variation de f.



