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7-6/ Exercice 6

- La fonction exponentielle népérienne f (z) = €*

1-1/ Définition
. i f:0,+o0[= R .
La fonction f définie par est continue et
z— f(z)=Ilnx
strictement croissante sur I'intervalle |0, +oo[ d’ou f admet une fonction
réciproque 1.
On I'appelle fonction exponentielle népérienne et on la note par f_1 = exp ou
f~l=e avec:
F1 iR —]0,400[
z — f7 (z) = exp(z)

1-2/ Conséquences

La fonction exponentielle népérienne f_1 = exp ou f_1 = e est continue et
strictement croissante sur R, et la courbe de f et f_1 sont symétrique par
rapport a la 1lere bissectrice (la droite d’équation y = ).

(Vx eR) : e >0

T _ —1
La relation entre f (z) = In(z) et f~! = €% est (6 y> & <:c ny)I
xeR y>0

1-3/ Propriétés

e =y xr=Iny
(oee)=(20")
Ve >0 : el =g
Ve eR : In(e”) ==
VeeR : e >0

Va,beR : a=bs e’ =e
Va,bcR : a>b< et > e

b

lI- Propriétés algébriques
Soienta,b,x € Retr € Q.

Ona:
ea+b — % % eb
e ? ib
ea—b _ &
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[1l- Limites
lim e =0"
r—r—00
lim e* = +oco
r— 400
lim ze® =0
r——00
lim z"e® =0; n e N*
r——00 .
lim & =400
T—+00 z
lim & = +o00; neN*
r—+oo T
lim €1 =1
z—0

IV- Dérivée des fonctions f (z) = e® et f (z) = e

4-1/ Théoreme 1

La fonction f (x) = e” est dérivable sur R, etona:Vz € R : (e*) = €*.
Preuve

4-2/ Théoreme 2

Si la fonction u (z) est dérivable sur un intervalle I, alors la fonction
f (x) = e¥(®) est dérivable sur I et sa fonction dérivée est :

f(z) = [e“("”)], = o’ (z)ev(®),
Exemples

V- Etude de la fonction f(z) = €

Le tableau de variation de f :

La courbe représentative de f :



VI- Fonction exponentielle de base a avec
a €]0,1[U]1, +oo]

6-1/ Définition
Soit a €]0; 1[U]1; o0,
In(z)

g est continue et strictement

La fonction définie par :Va > 0; log, (z) =
monotone sur |0; +o0].

Donc elle admet une fonction réciproque f‘l, on I'appelle fonction exponentielle
de base a et elle est définie par :

f1:R —>]O; +oo[

z — f71 (z) = expa (z)
Exemple
6-2/ Remarques
Ve € R; e*lne = g2
Ve € R; log, (a®) ==
Ve > 0; a°%®) = ¢
Ve e R; 10" =y < x = log (y)
6-3/ Conséquences
Soit a €]0; 1[U]1; 400 et la fonction f (z) = a® = e*1*@
La fonction f est continue et dérivable sur I'intervalle R.
f(z) = (a*) =Ina x e*"® = Ina x a*
D’ou le signe de f’ (x) est le signe de Ina.

Si0 < a < 1,alors f(z) = a® = e®!B est strictement croissante, d’ou :
Ve,ye R : a* <ad? >y



Sia > 1, alors f(z) = a® = e”!"® est strictement décroissante, d’ol :
Ve,yeR : d* <dV <y

6-4/ Propriétés
Soit a €]0;1[U]1l; 400l etr € Qetz,y € R

Ona:
a® x a¥ = a*"Y
(a;c)y — a*¥
Exemples

6-5/ La courbe représentative de f (z) = a® avec
a €]0,1[U]1, +o00]

VIl- Exercices
7-1/ Exercice 1

1. Simplifier les expressions suivantes :
) )
A=(e"+e ™) — (e —e™™)
B= (e —1)" (% +2¢" +1)
2. Montre que pour tout z de Ron a:
e’-1 1-e"
er+1 e+l
1 e’
er+1  er41
3. Résoudre dans R les équations suivantes :




De*4+e*—2=0
®e2x+1+ex+l_26:0
B®e*—2e"+1=0

4. Résolvez dans R les inéquations suivantes :

De*4+e*—2<0
@ e** +2*—-3>0
® %5 >0

7-2/ Exercice 2
Soit f la fonction définie sur R par: f(z) = (e™* — 1)2

On désigne par (Cf) sa courbe représentative dans un repere orthonormé

y

2.

3.
4.
5.

— =
y Ty j) (unité: 2cm)

Calculer lim f(z) et interpréter graphiquement le résultat.
T—+00
Montrer que I'axe des ordonnées est une direction parabolique de (C’f) au
voisinage de —oo.
Montrer que: (Vz € R); f'(x) =2 " (1 —e™®)
Dresser le tableau de variation de f.

Montrer que (Cf) admet un point d’inflexion .

Soit g la restriction de la fonction f sur [0, +00]

6.

7.
8.

Montrer que g admet une fonction réciproque g_1 définie sur un intervalle ] a
déterminer.

Montrer que : (Vo > 0); ¢~ ' (z) = —In (1 — /z)

Tracer (Cf) et (Cgfl) dans le méme repeére.

7-3/ Exercice 3
Partie 1
Soit g la fonction définie sur R par: g (z) = € — 2z + 2

1.
2.

3.

Calculer ¢’ (z) pour tout z € R.

Etudier le signe de g’ (x) pour tout z € R et en déduire les variations de la
fonction g (le calcul des limites n'est pas demandé).

En déduire que g (z) > 0 pour tout x € R.

Partie 2
Soit f la fonction définie par: f (z) = ze ™ * + 5 +1



. Calculer lim f(x)et lim

/@) et interpréter le résultat graphiquement.
T——00 z——o00 T

. Calculer lim f(z)et lim [f(z)— (%az + 1)] et interpréter le résultat

T——+00 r—+00
graphiquement.

. Etudier les positions relatives de la courbe (Cy) et la droite (A) d'équation

Y= %a: + 1.
9(z)

. Montrer que f’ (z) = 5 pourtoutz € R.

2e”

8. Dresser le tableau de variations de f.

9. Montrer que I'équation f () = 0 admet une solution unique a dans |—1;0].

10.

11.

12.

Déterminer I'équation de la tangente (T') a la courbe (C}) au point
d'abscisse 0.

Calculer f” (z) pour tout z € R, puis déterminer le point d'inflexion de la
courbe (C’f).

— —
Tracer (Cf) dans un repére orthonormé | O, i, j |. (Onprende ~ 2,7 et

2 ~0,27).

7-4/ Exercice 4
Partie 1

Soit g la fonction définie sur R par: g(z) =e* — 2z — 1

1.

vk WN

Calculer ¢’ (x) pour tout € R, puis étudier les variations de la fonction g.
En déduire que g (z) > 0 pour tout x € R*,.
Montrer que (VY > 0) ; zw—1 > 1 etque (Ve <0);
Montrer que g (—z) = e ® [1 4 (z — 1)e”].
Déduire que (Vz € R) ; 1+ (z — 1)e® > 0.

e’ —1
T

(4

< 1.

Partie 2

Soit f la fonction définie sur R* par: f(z) =2z — 1 — ==

6.

7.

e?—z—1
Calculer lim f(z)et lim f(x).

r—+00 T——00

Calculer lim f(x) et lim f(x).

z—0" x—0"

8. Calculer (Vz € R*) : f’(z), puis dresser le tableau de variations de f.

9. Calculer lim [f(z) — (& — 1)] et interpréter graphiquement le résultat

10.

11.

r— 00
obtenu.

Calculer lim [f(z) — x| et interpréter graphiquement le résultat obtenu.
T——00

Montrer que I'équation f (:1:) = (0 admet une solution unique « dans
]—2; —1[ et une solution unique S dans l'intervalle ]1; 2[.



12. Déduire quee® —a — 1 = ﬁ

— =
13. Tracer (Cy) dans un repére orthonormé | O, 4, j | (On prends & = —1,3

et =1,6)
Partie 3
Uy — 1

Unt+1 = 9 (un)
14)Montrer par récurrence que (Vn € N) : 0 < wu, < 1.

Soit (uy),,cy 1a suite définie par : { ; (Vn e N)

15)Montrer que la suite (u,,) est décroissante.

16)Montrer que la suite (u,,) est convergente et déterminer sa limite.

7-5/ Exercice 5

Partie |

Soit g la fonction définie sur R par: g(z) =1 — (z + 1)e”

1. Montrer que: (Vz € R) ¢’ (z) = ze™*

2. Montrer que g est croissante sur [0; 400 et décroissante sur |—oo; 0].
3. Calculer g(0) et en déduire que (Vz € R) g(z) > 0.

Partie Il
Soit f la fonction définie sur Rpar: f(z) =x — 1+ (x +2)e™*

— =
Soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, i, )

(unité : 2 cm)

1. Montrerque lim f(z) =+4occet lim f(z)= —ooc.
T—+00 T——00

2. Montrer que la droite (D) d’équation y = & — 1 est asymptote a (C) au
voisinage de +o0, et montrer que (C) est au-dessus de (D) sur [—2; +o0]| et
en dessous de (D) sur |—oo; —2].

3. Montrer que lim @ = +00, puis donner une interprétation géométrique

T—r—00
de ce résultat.

4. Montrer que : (Vz € R) ' (z) = g ()
5. Dresser le tableau de variations de f.

6. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique a dans R, et en
admettant que e, /e < 5 montrer que —% <a<-—L

7. Montrer que I(0,1) est le point d’inflexion pour la courbe (C).

8. Montrer que y = 1 est I’équation de la tangente au point 1(0, 1) a la courbe

().



— —
9. Construire dans le repére <O, i, j) la droite (D) et la courbe (C).

10. En utilisant une intégration par partie montrer que :
fol (z+2)e*dz=3-1%
11. Calculer, en em?, Iaire du domaine limité par la courbe (C) et les droites
d’équationsy=x —letz =0etx = 1.
7-6/ Exercice 6
Partie |
On considére la fonction g définie par: g(z) =1 — (x + 1)€e”
1. Dresser le tableau de variation de g.
2. Calculer g(0).
3. En déduire le signe de g(z).
Partie Il
Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = z (1 — e%)
On désigne par (‘ff) sa courbe représentative dans un repéere orthonormé

— =
<O7i7j)

1. Calculer lim f(z)et lim f(x).

z—+00 T——00

2. Montrer que la droite (D) : y = x est une asymptote oblique a (‘ff) au
voisinage de —oo, et préciser la position relative de (D) et (‘Kf)

3. Montrer que (%) admet au voisinage de +co une branche parabolique de
direction asymptotique I'axe des ordonnées.

4. Montrer que : (Vz € R) f’ (z) = g (=)

5. Dresser le tableau de variation de f.

6. Montrer que (‘Kf) admet un point d’inflexion I dont on déterminera ses
coordonnées.

7. Construire (D) et (%¥).

Partie IlI
On considére la suite (u,,) définie par ug = 1 et u, 1 = f (uy) pour tout n € N,
1. Montrer que pourtoutn € Nona: —-1<wu, <0

2. Déterminer la monotonie de la suite (un) puis en déduire qu’elle est
convergente.

3. Calculer la limite de la suite (uy,).



