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|- Dérivabilité d’une fonction en un point



1-1/ Nombre dérivé en un point
Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I , et soita € 1

On dit que f est dérivable en a, s'il existe un réel 1 tel que : liin W =1
r—a

Le nombre 1 est appelé le nombre dérivé de la fonction f en a, noté f’(a), et
on écrit :

lim f(=z _i(a) — f’ (a)

T—a T—
Exemple

1-2/ Interprétation géométrique du nombre dérivé

Propriéte

Si f est une fonction dérivable en a, alors I'’équation de la tangente a la courbe
‘Kf au point d'abscisse a est donnée par :

y=7(a)(@—a)+ f(a)

Exemple

lI- Dérivabilité a droite - dérivabilité a gauche

2-1/ Définition et propriété

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle de type [a,a + r[oU T > 0

On dit que f est dérivable a droite de a, s'il existe un réel | tel que
. fl@)=fla) _

lim ————= =1

z—at r—a

Le nombre 1 est appelé le nombre dérivé de la fonction f a droite en a,noté

fa(a)

Soit f une fonction définie sur un intervalle de type Ja — r,a] our > 0

On dit que f est dérivable a gauche de a, s'il existe un réel I tel que

lim f@)—f(a) _ 1

T—a” r—a



Le nombre | est appelé le nombre dérivé de la fonction f a gauche en a, noté
g (a)

Exemple

Propriéteé

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I , et soita € I

f est dérivable en a < f est dérivable a droite et a gauche en a et

fa(a) = fy(a)

Exemple

2-2/ Interprétation géométrique

Propriété

Si f est dérivable a droite en a, alors la courbe (‘éf) admet une demi-tangente a
y=fa(a)(z—a)+f(a)

droite du point d’abscisse a, d’équation : {
r>a

&

f@)|----r--------

B
™
&

T

-

Si f est dérivable a gauche en a, alors la courbe ‘Kf) admet une demi-tangente
y=fg(a)(x—a)+ f(a)
z<a

a gauche du point d’abscisse a, d’équation : {

&

f(a)

L4

Exemple
Remarques
A- Si f dérivable a droite et a gauche en a, et f’q (a) # f'4(a)



B- Si lim+ w = 00, alors (‘ff) admet une demi-tangente verticale a
T—a
droite du point d’abscisse a.

f{a). 05

C- Si lim M = 00, alors (‘Kf) admet une demi-tangente verticale a
r—a

gauche du point d’abscisse a.
f(a)-

o5

o5

25

lim f(ww:ic(a) = 400 lim f(ww:(]:(a) = —00
T—a- Tz—a~

lII- Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle
3-1/ Définition

On dit que f est dérivable sur I'intervalle ouvert |a, b| si f est dérivable en tout
point de I'intervalle ]a, bl.

On dit que f est dérivable sur I'intervalle fermé [a, b] si f est dérivable sur
I'intervalle ]a, b|, et dérivable a droite en a et a gauche en b.



3-2/ Propriété

Toute fonction polynomiale est dérivable sur R.

Toute fonction rationnelle est dérivable sur son domaine de définition.
La fonction  — ,/x est dérivable sur ]0, +oo].

Exemple

3-3/ Tableau des dérivées usuelles

Fonction f Fonction Ensemble de
dérivée f’ dérivabilité
fD=kkeR £{x)=0 R
f(x)=x f'(x)=1 R
S)=ax+b f=a R
filx)=x2 [ix)=2x B
SO=x"nel F'@)=n" ®
f=+x f '(x)=ﬁ,; 10, +ec|
f@-< f@=-% F
f(x) =i,, feo=—n .
X X =i

3-4/ Opérations sur les fonctions dérivées
Propriété 1
Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I, et soit a € R.
Les fonctions f + g et f X g sont dérivables sur I, eton a:
(f+9)=1+g
(a.f) =a.f
(fxg)=Ff.g9+fg
Si g ne s’annule pas sur I, alors les fonctions % et 5 sont dérivables sur I, et on

a:
(3) -
g) g
(i)' _ fo-tfg
g 92
Exemple

Propriété 2
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, et soit n € N*, on a:
La fonction f™ est dérivable sur I, etona: (f*) =n. f’. f*!

Si f est strictement positive sur I, alors la fonction \/f est dérivable sur I, et on
!/

a:(ﬁ) 257

Exemple

Propriété 3 (Dérivée de la fonction Réciproque)



Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I de R, et
soita € I

Si f est dérivable en a et f’ (a) # 0, alors f ! est dérivable en f (a) et
!/
(£ (f (@) = 7

Corollaire

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I de R

Si f est dérivable sur I telle que la fonction f’ ne s’annule pas sur I, alors la
fonction £~ est dérivable sur J = f (I).

De plus pour tout x € J on a: (f_l), (z) = 1

P (=)
Exemple

IV- Applications de la dérivation

4-1/ Variations d’une fonction

Propriété 1

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, alors:

f est croissantesur I < (Vz € I): f'(x) >0

f est strictement croissante sur I < (Vx € I): f’(z) >0
f est décroissantesur I < (Ve € I): f'(z) <0

f est strictement décroissante sur I < (Vz € I): f'(z) <0
festconstantesurI < (Ve eI): f(z) =0

Exemple

Propriété 2

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, alors :

Si f’ est positive sur I, et ne s’annule qu’en un nombre fini des points, alors f
est strictement croissante sur I.

Si f’ est négative sur I, et ne s’annule qu’en un nombre fini des points, alors f
est strictement décroissante sur 1.

Exemple

4-2/ Valeur minimale et maximale

Propriété 1

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I, et soita € I
Si f admet un extremum en un point a, alors f’(a) =0



f admet un maximum en a f admet un minimum en a

Propriété 2
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I, et soita € I
Si f s’annule en a en changeant de signe, alors f admet un extremum en a.

Exemple

4-3/ Etude de la concavité d’une courbe

Définition

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I, alors:

Pour que la courbe de f soit convexe sur I,il faut et il suffit que

(Vzel): f(z)>0

Pour que la courbe de f soit concave sur I,il faut et il suffit que

Veel): f?(z) <0

Pour que le point m (a, f (a)) soit un point d'inflexion de la courbe %%, il faut et il

suffit que la dérivée seconde f’’ s'annule en a, et change de signe de part et
d'autre de a.

Exemple

V- Exercices
5-1/ Exercice 1

Etudier la dérivabilité de la fonction f en a dans chacun des cas suivants :
1— f(z)=2*+zeta=3
2— f(x)=+3+zeta=1
3{ fl@)= 7 (@#-1)
f(=1)=2

eta=—1

5-2/ Exercice 2

Pour chacun des cas suivants indiquer I'ensemble de dérivabilité de la fonction f
puis déterminer f’:



5-3/ Exercice 3

Soit f la fonction numérique définie par: f (z) = 3 — 3z — 3
1. Etudier les variations de la fonction f

Soit g la restriction de f sur [1, +00]

2. Montrer que g admet une fonction réciproque définie sur un intervalle J a
déterminer

3. Montrer que I'équation g (:c) = (0 admet une unique solution a et que
2<a<3

4. Montrer que : (g_l)l (0) = 3(a21_1)

5-4/ Exercice 4

En utilisant la fonction dérivée, étudier les variations de la fonction f dans
chacun des cas suivants :
1— f(z )—:c +4x—1
f( ) =a3 —3z* +1

f( ) - 23;_:3

5-5/ Exercice 5

Soit f la fonction définie par : f (z) = 423 — 2% — 1
1. Déterminer %y

Déterminer f’ la fonction dérivée de la fonction f.

Donner le tableau de variations de la fonction f.

Déterminer les extremums de la fonction f.

vk WN

Etudier la concavité de ‘ff.

5-6/ Exercice 6
Soit f la fonction définie par: f(z) = ¢ + /z
1. Montrer que f est dérivable sur ]1, +oo0| puis calculer f’ ().

2. Montrer que f admet une fonction réciproque f_1 définie sur un intervalle J
gue l'on précisera.



3. Calculer £(2), montrer que f ' est dérivable en 3, puis calculer (1)’ (3).

4. Calculer =1 (z) en fonction de z.



