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Séance 4 (Dérivation et étude des fonctions — Partie 1)
Professeur : Mr CHEDDADI Haitam
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I- Dérivabilité d’une fonction en un point zy — Dérivabilité a droite
et a gauche en un point x



1-1/ Dérivabilité
Définitions
Soit une fonction f tel que son domaine de définition contient un intervalle ouvert I et

mOGI

f est dérivable au point z¢p < lim %ﬁwo) =leR <lim w =le R)

T—T) h—0

1= f’(x0) s’appelle le nombre dérivé de f en x

f est dérivable a droite de ¢y < lim LT&’) =1eR <lim ferh) = flw) _ € R)

gyt T h—0" h

1= f4(zo) s’appelle le nombre dérivé a gauche de f en z

f est dérivable a gauche de zy < :vlir:gi lim %ﬁm =1leR (hll_%l lim w =le R)
1= £’y (zo) s’appelle le nombre dérivé a gauche de f en zg

Exemple

Propriété

Soit une fonction f

f est dérivable au point z; < f est dérivable a droite et a gauche et f°;(z9) = f°, (o)

Exemple

1-2/ Interprétation géométrique des nombres dérivées f’ (xg) et f4 (xo)
et f’g (330)
Interprétation géométrique des nombres dérivées f’(zo)

f est une fonction dérivable au point x.

, . R - 7
(‘Kf) sa courbe représentative dans un repere (O; 139 >

Le nombre dérivé f’(zg) est le coefficient directeur de la droite tangente (T) a la courbe
(¢f) au point A (zg, f (o)) (le point zo).

L'équation cartésienne de la tangente (T') & la courbe (%f) au point xp est

(T) = y=(z—z0)f (z0) + f (20)-

Si f’(zg) = 0 alors la tangente est parallele a ’'axe des abscisses.

Exemple

Interprétation géométrique des nombres dérivées f’;(zo) et 5 (o)

Si f est dérivable a droite de zg, alors on a une demi-tangente a droite de zy de coefficient
directeur f’4 (zo).

L'équation de la demi tangente a droite de zg est (Ty) : y= (z — zo) fq (zo) + f (z0) avec
T > .



Si f est dérivable a gauche de x, alors on a une demi-tangente a gauche de xg de coefficient
directeur f4 (o).

L'équation de la demi tangente & gauche de zg est (Ty) : y = (z — z0) fy (z0) + f (z0) avec
T < xp.

Si f'q(x0) # fg(x0), alors f n’est pas dérivable en zg et le point A (zo, f (zo)) est appelé

point anguleux.

Demi tangente a droite Demi tangente a gauche Demi tangente en—2 le point
A(-2,3)
est un point anguleux

e

________________
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Exemple
Remarque
Si f n’est pas dérivable a droite (c.a.d. lim %ﬁ(}(n) = +00), dans ce cas on a une demi

T—xot

tangente a droite de x( parallele a ’axe des ordonnées.
f(@)—f(z0)

+—a, ~ = $00), dans ce cas on a demi

Si n’est pas dérivable & gauche (c.a.d. lim
T—T)

tangente a gauche de x( parallele a ’axe des ordonnées.

Exemple

II- Dérivabilité sur un intervalle
Définitions
f est une fonction dérivable sur I =]a,b[< f est dérivable en tout point z¢ de I.

f est une fonction dérivable sur I = [a,b[< f est dérivable sur I =|a,b] et f est dérivable a

droite du point a.

f est une fonction dérivable sur I =]a,b] < f est dérivable sur I =|a,b] et f est dérivable a

gauche du point b.

f est une fonction dérivable sur I = [a,b] < f est dérivable sur I =]a,b| et f est dérivable a

droite de a et a gauche de b.

Exemple

ITI- La fonction dérivée premiere d’une fonction — la fonction
dérivée seconde — dérivée nieme d’ une fonction



Définitions

f est une fonction dérivable sur un intervalle I.

La fonction g qui relie chaque élément x de I par le nombre f’ (z) s’appelle la fonction
dérivée de f et on note g = f’.
g s’appelle la fonction dérivée de f.

La fonction dérivée de f’ sur I s’appelle la fonction dérivée seconde (dérivée d’ordre 2), on la
note f” ou f.
En général : la dérivée d’ordre n de f est la fonction dérivée de f(»1) (la dérivée de la

fonction dérivée d’ordre n — 1), et on note f (z) = (f("_l))’ (z).

Exemple

IV- Les opérations sur les fonctions dérivables
Propriété

Soient f et g deux fonctions dérivables sur I.

On a:

La fonction f + g est dérivable sur I et (f+ g) (z) = £’ (z) + ¢’ (=)

La fonction af est dérivable sur I et (af) (z) = af’ ()

La fonction f x g est dérivable sur I et (f x g)' (z) = £ (z)g (z) + f (z)g ()
La fonction % est dérivable sur I Vo € I,g(x) # 0 et ( )I (x) = — ;]2((::))

F(@)g(z)—f(z)g (z)
9*(x)

!/
La fonction 5 est dérivable sur I Ve € I, g(z) # 0 et (5) (x) = —
Exemple

V- Dérivabilité des fonctions polynomiales, rationnelles,
trigonométriques et f" (z)

Propriété

Toute fonction polynomiale est dérivable sur son ensemble de définition Dy = R et
(az")' = naz" ! (n € N*),

Toute fonction rationnelle est dérivable sur son ensemble de définition Dy.

f est une fonction dérivable sur un intervalle I :

La fonction f™ avec n € N* est dérivable sur I et on a (f*) (z) = nf* ! (z)f ().

Si pour tout z € I, f(z) # 0, on a la fonction f? (z) avec p € Z* est dérivable sur I et
() () = pf** (@)f (2).

La fonction f(z

) = cos (x) est dérivable sur R avec f’(z) = —sin (z).
La fonction f(z)

)

2

sin (z) est dérivable sur R avec f’(x) = cos ().
La fonction f (z an (z) est dérivable sur R/ {F + kmk € Z} avec
f’()—1+tan() prrrel

cos?(z)



Exemple

VI- Dérivabilité de la composée de deux fonctions
Propriété

Si f est dérivable en xg et g est dérivable en f(x(), alors la fonction go f est dérivable en x

et on a :

(g0 f) (z0) = £ (20) x ¢ (£ (20))
Application
(M)/ = 2;7(;296) ;€ Dyet f(z) >0

(sin (az + b))’ = a.cos(ax +b); x € R
(cos(axz +b)) = —a.sin(az +b); x € R
(tan (ax 4 b))’ = a. [1 + tan® (az + b)| = cosz(Ziqub); ar+b# 5 +kr; keZ

Exemple

VII- La fonction dérivée de la fonction réciproque

Théoréme

Si f est dérivable en xq et f (o) # 0, alors la fonction f~! est dérivable en yo = f ()
et (1)’ (£ (a0) = 7

ou encore (1)’ (yo) =

1

F(f (o))
Application:
+* " ' 1
vz eR <\/5> B
veel: |/f@ ) = L9
nx{/ f(=)""
Exemple

IIX- Tableau des fonctions dérivées des fonctions usuelles



La fonction f D, Domaine de définition de f La fancﬁa.n dévivie D_f adn e
définition de '
f(x)=a D, =R f'(x)=0 D, =R
f(x)=x =R f'(x)=1 =R
-f{x}=x‘ 1
D, =R f'(x)=nx" D.=R
nel’ 't{l] 5 (x} e "
neZ \{tj: f(x)=x" D =R f'(x)=nx"" D, =R’
1
- D, =[0ute] (el | Do
f1(x)=1 D, =R’ r(x)=—5 D, =R’
f(x)=sinx D, =R f'(x)=cosx D,.=R
f(x)=cosx D, =R f'(x)=-sinx D.=R
f(x)=tanx ::12‘-+1u;kez f'(x)=1+tan’x x-bg-t-lm
£(x)=e(=) x€D, /g(x)20 r'(x)=zf;f;:—1} xeD./g(x)>0
l'(I}:a =R f'(x}: 0 =R
f(x)=x D, =R '(x)=1 D.=R
neN {1} £(x)=x" D, =R f'(x)=nx""! D. =R
neZ \{1}sf(x)=x" D, =R f'(x)=nx"" D, =R

IX- Exerccies

9-1/ Exerccie 1

1. Dans chacun des cas suivantes, étudier la dérivabilité de la fonction f en x( et

interpréter le résultat graphiquement :
z8—2242

1{f(w): ] sia:;zé—l;mo:_l
f(—)—5
{f(:r) 3“’+2sz:z:<1 2= 1
fx)=2*+2z—-2si z>1

9-2/ Exerccie 2

1. Déterminer la fonction dérivée f’ de la fonction f dans chacun des cas suivants :

1 f(x):m
2 f(2) =57

z2+1

3 (@)= (22)'
4 f(zx) =2 x cos (2* — z)

5 f(z)=2"x a7 =3z +5

9-3/ Exerccie 3

1. Déterminer la fonction dérivée f’ de la fonction f dans chacun des cas suivants :

2 3z2+1

1 f(z)=7+
2 f(z) = vz +2x (52 —3)°

5 f(x) = sin 2z cos 3z
6 f(z)=tan3z
7 () = VAT



3 flz)=,/22 8 f(x) = /22 — Tz + 12

9-4/ Exerccie 4
On considére la fonction numérique f définie par : f(z) = —z + /2?7 — z

1.
2.

3.

6.
7.

Déterminer Dy le domaine de définition de la fonction f.
Calculer lim f(z)et lim f(z)et lim @
T—>—00 T—+00 T——00

Etudier la dérivabilité a gauche de f au point x¢p = 0 puis interpréter le résultat

graphiquement.
Calculer lim ff)Il, puis interpréter le résultat graphiquement.
z—1t 7T
Montrer que pour tout z de |—00,0[ on a f’(z) = —1+ 221 puis déterminer son
2vVxl—x

signe sur |—oo0, 0].
Calculer f’(x) pour tout z de |1, 4+o00] puis déterminer son signe sur |1, 4o0].

Dresser le tableau de variations de la fonction f sur Dy.

Soit g la restriction de la fonction f a l'intervalle |—o0, 0].

8.

9.

Montrer que la restriction g admet une fonction réciproque g—! définie sur I'intervalle J

qu’on déterminera.

Calculer g (2) et (g’l)/ (—2 + \/5)

9-5/ Exerccie 5

Soit f la fonction définie sur R par :

1.

2.
3.
4.

f(m):i%;sime] —00;2[

f(@)=vz+2+10siz € [2;+00]
Calculer f(2) et lgrr%f(:r)

Est-ce que la fonction f est continue en 2 7
Etudier la continuité de f sur R.

Etudier la dérivabilité de f en 2, et interpréter géométriquement les résultats.

9-6/ Exerccie 6

On considere la fonction numérique f définie par : f(z) = * + 3z — 2

Ll s

Montrer que ’équation f(x) = 0 une seule solution a sur [0;+o0[, et que a €]0;1].
Donner un encadrement d’amplitude 0,125 de a.
En déduire que (Vz € [0;¢]); f(z) <0 et (Vo € [o;+00[); f(z) > 0.

Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J que 1’on

précisera.



5. Calculer f(0), f~1(-2) et (f71)’(-2).



