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|- Continuité et continuité a droite et a gauche d’une
fonction en un point xg

1-1/ Continuité d’'une fonction en un point

Définition

f est une fonction définie sur Df et I, est un intervalle ouvert et contient xg et
inclus dans D¢

f est continue au point g < lim f(x) = f(xo)

T—T

Exemple

1-2/ Continuité a droite et a gauche d’une fonction en un point
Lo

Définition 1

f est une fonction définie sur Dy et Iy = [xg, 2o + 7[; (r > 0) est un intervalle
inclus dans Dy

f est continue a droite au point g < lim f(z) = f (x0)
T

>z
Définition 2
f est une fonction définie sur Dy et Iy =|zo — r, o] ; (r > 0) est un intervalle
inclus dans Dy

f est continue a gauche au point g < lim f(x) = f(xo)
T—T

r<xo
Propriété
f est continue au point x( si et seulement si f continue a droite et a gauche de
I.

Ou encore :
f est continue au point zg < lim f(z) = lim f(z) = f (=)
T—T T
> r<xg
Exemples

II- Continuité sur un intervalle
2-1/ Définitions

f est continue sur un intervalle ouvert I =|a, b[< pour tout  de I ; f est
continue en .
f est continue sur [a, b[< f est continue sur ]a, b[ et f est continue a droite de a



f est continue sur Ja, b] < f est continue sur ]a, b] et f est continue a gauche de
b.

f est continue sur [a, b] < f est continue sur ]a, b] et f est continue a droite de
a et a gauche de b.

lll- Opérations sur les fonctions continues sur un intervalle
ICR

3-1/ Propriétés
f est continue sur I et g est continue sur 1.

Les fonctions f + g et f X get af (a € R) sont continues sur I.

f

Les fonctions % et - sont continues sur I ( pour z € I tel que g (x) # 0).

V- Continuité des fonctions usuelles
4-1/ Propriétés
Toute fonction polynomiale est continue sur R.

Toute fonction rationnelle est continue sur toute intervalle inclu dans Df.

Les fonctions x — sin (x) et ¢ > cos (x) sont continues sur R,

La fonction z — tan (z) est continue sur toute intervalle inclu dans
R—{%—Fkﬂ'; keZ}.

La fonction z — ,/x est continue sur [0, +oo].

V- Image d’un intervalle par une fonction continue

5-1/ Propriétés
L'image du segment [a, b] par une fonction continue est un segment J = [m, M|

(m est la plus petite image et M est la plus grande image par f des éléments de
[a,b]) cad f ([a, b]) = [m, M]

a b

L'image d’un intervalle I par une fonction continue est un intervalle J. On note

J=f)

VI- Image d’un intervalle par une fonction continue et
strictement monotone



I'intervalle [

f est croissante sur [

f est décroissante sur [

[a; b]

[f(a): f(b)]

[f(b); f(a)]

la; b]

[F(@);lim, - /(@)

|lim, - f(2); f(a)]

|a; b) [l s F(); F(DB)] [£(b); im0+ f(z)[
Ja; b b o file)lim, = f{@) ] It file); lime st )]
la; +o0] [Fla):lim, oo Fi(@)] |lim, 400 f(z); f(a)]

] — o0; b]

[limy s Fi(z); Fi(5)]

[fi(®); imzs = i)

VII- Continuité de la composée de deux fonctions

continues

1-1/ Théoreme

f est continue en xg et g est continue en f (xg), alors la fonction gof est

continue en x

f est continue sur I et g est continue sur f (I), alors la fonction gof est continue

sur [

1-2/ Applications

f (x) = sin (ax + b) et g (z) = cos (az + b) sont continues sur R

h (x) = tan (azx + b) est continue pour tout  tel que azx +b # % + km

Si f est positive et continue sur I alors g ()

[IX- Exercices
8-1/ Exercice 1

\/m est continue sur 1.

1. Etudier la continuité de f en x( dans les cas suivants :

a-xg =9det f(a:) -

(=)

c-xg =3 et

10)-

x?—2x—15
z2—-25

;:UER\{—5;5}

b-iI:():—let{fa3 FGwER\{_l}
f(-1)=3

Soit f la fonction numérique de la variable x définie par :

f(w) == ;

3. Etudier la continuité de f en x :

O§x<%
f(ac):2x—|—aa:2; %Swgl

2. Déterminer la valeur de a pour que f est continue en g = =

N =




f(a:) A
$0:16t<f(m):\/g_l;m<l
(| f(1)=-1

8-2/ Exercice 2

On consideére la fonction f définie sur [2; 4-00] par :

{Va: > 2, f(:z:) = 2
£(2) = 4

1. Etudier la continuité de f sur [2; +o0|

8-3/ Exercice 3
1. Calculer I'image de I'intervalle I par f dans les cas suivantes:
a-f(ac) =22 —20+3; = [—2;3]
ozl 7 _ .
o £(w) = 15 1=] — 25000
c-f(a:) = %w3—x2—|—3w—1; I:] —oo;l}
8-4/ Exercice 4

1. Etudier la continuité de f sur I dans les cas suivants :

a-f(2) = va? =13 I = [15+00|
b-f(x) = |/~ sin?(z) +sin(z) + 25 1 = [0; %[

8-5/ Exercice 5
On considéré la fonction f définie par f(2) =4 et f(x) = xfg_fz si x # 2

1. Déterminer Df.

2. Montrer que f est continue en xy = 2.

3. Vérifierque: (Vx € R — {-1}), f(z) = wQZiﬁH

4. Justifier que f est continue sur chacun des intervalles |—oo; —1[ et |—1; 400

8-6/ Exercice 6
CARVEAR b R # 1ol

On considéré la fonction f définie par f (1) =aet f(iU) == 122
a € R.

1. Déterminer Dy, puis calculer lim f(z).
T—>+00



2. Pour quelle valeur de a la fonction f est-elle continue en g =1 7?



