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|- Introduction aux nombres complexes
1-1/ Définitions

Un nombre complexe est un nombre tel que son écriture est de la forme

z = a +ibavec (a,b) € 2 et i est un nombre imaginaire avec i2 = —1.
Les nombres complexes constituent un ensemble est appelé ensemble des
nombres complexes, on le note

L'ensemble est muni de deux opérations : I'addition notée + et la
multiplication notée X, qui ont les mémes propriétés de I’'addition et de la
multiplication dans  ( commutativité, associativité .... ).

a+bi=ad+bi<s (a=aetb=1")
Exemple
1-2/ Vocabulaire

Les nombres 1 + ¢ et 1 — 7 sont appelés nombres complexes.

En général : un nombre complexe est écrit de la forme z = a + ib avec
(a,b) € 2.

Le nombre complexe 2’ = a — b avec (a, b) € 2Zest appelé le nombre
complexe conjugué de z noté 2.

o Exemple: {2z =3 + 4¢

2 =—-5—-21
={Z=3—-4
2 =—-5+2

L'écriture z = a + ib avec (a,b) € 2 est appelée I'écriture (ou la forme )
algébrique de z.

Le réel a est appelé la partie réelle, et on note Re (z) = a.
Le réel b est appelé la partie imaginaire, et on note I'm (z) = b.

1-3/ Opérations dans I’'ensemble
z=z+y, 2 =2’ +yt € avecz,y,x,y €
Addition dans

z+ 2 =xz+yi++yi=(z+2)+ (y+9)i

Multiplication dans



zx 2 = (x+yi) x (2 +y1) = (z2’ —yy’) + (zy’ +yz’)i
L’'inverse de z
z=a+bi#0((a,b) # (0,0))

z a—bi
 2Z  (a+bi)(a—bi)
b .

W=
)
+
(wal
-~

e e
Le quotient de z par z'

z $+y'L _ ZX?

Z’ - a:’+y’i - Z’X?

z _ zxTtyy yxr'—xy’ .
2 x’2_|_ya2 + xa2+y>2
Exemples

lI- Présentation géométrigue d’'un nombre complexe

2-1/ Introduction

. X . — =
Le plan (P) est muni d’un repére orthonormé direct O, u, v .

A tout nombre complexe z = x + yi de  on lui associe le point M (x,y) de (P)
tel que :

Le plan (P) est appelé le plan complexe.

Le point M (z,y) est I'image du complexe z = x + yi.

2-2/ Propriétés des affixes

A(z4), B(zB), C(z¢) et I(z1) sont 4 points du plan complexe (P).

’ .
Le vecteur AB a pour affixe zg — z4.

—
Le vecteur kAB a pour affixe k (zp — zy4).

Le point I milieu de [AB] a pour affixe zr = %



— =
AC =kAB (k€ )cadzc —2z4 = k(zp — z4) , d'ou les points AetBet C
sont alignés (zp — z4 # 0).

Exemple

lll- Conjugué d’un nombre complexe
3-1/ Définition

Le nombre complexe 2’ = x — yi est appelé le conjugué du nombre complexe
z=x+ Yyt

Onnote 2’ =72 =z — yi.
REPE] [T Py g SR I B Saap
axelimagthaire

- -

3-2/ Propriétés
Soient z = & + yi et 27 = &’ + y’i deux nombres complexes avec
(z,y,2°,y’) € % ona:

z4+7Z =2z =2Re(2)
z—7Z =2y=2Im(2)
22X Z =x2 +9?

(Z) =2

242 =72+ 2
2xX2 =Z X 2

zZE€E < z=2z

Z€ETL 7 =-—z2
Exemple

V- Module d’'un nombre complexe
4-1/ Définition

Soitz=z+yi € avec (z,y) €
Le nombre réel positif ,/zZ = 1/x2 + y2 s’appelle le module de z.

2



On le note |z| = /ZZ = /x2 + y2.
4-2/ Propriétés 1

Soient z4 = x4 + Yyt et zp = xp + ypt et 2¢ = T + Yot les affixes des points
Aet BetCavec z4 # zc.

2 2
OnaAB=z2p—2z24= (xp—24)" + (yp—ya) .

zp—zA| _ AB
zp—z4|  AC
.| 2p—24| _ AB __ : : >
-2, | = a¢c = 1alors le triangle ABC estisocele en A.

4-3/ Propriétés 2
7| ==z = |2 = [-Z]
2+ 27 <z + 2]
2l =0 2=0

L= 'i’_ﬂ
‘z’ I et 21 |2

|2 % 2’| = |2[ x |2]
2P|+ 2" ;pE etz#0

V- Argument d’un nombre complexe non nul
5-1/ Définition
Soit M (2) (M (z) # O <> z # 0) est un point du plan complexe ) P && muni

d’un repére orthonormé direct O, u, v .

. , [ — 3
Toute mesure « de I'angle orienté | w,OM | s’appelle argument du nombre

complexe non nul z.
On note
arg (z) = a[27]

arg (2) = (7 ,o—z\f) 2]

arg(z) = a+2km; k €



axe imaginaire

o M 2= xoyi)

—a— o
: (u;OM)=a[2w]

arg (2=x+yi ) =a[2w]

axe réel

5-2/ Propriétés
z et 2’ deux complexes non nuls :
arg(z x 2’) = arg(z )+a'rg( ') [27]
arg (l,) = —arg(2’) [27]
arg (%) = arg(z) —arg(2’) [2n]

pe ;arg(2P) =pxarg(z) [27]
k> 0= arg(kz) = arg(z) [27]
k<0=arg(kz) =n+arg(z) [27]

VI- Ecriture trigonométrique d’un nombre complexe non
nul

6-1/ Définition
Soit z = x + yi un nombre complexe non nul tel que arg (z) = a [27] et r = |z|.
Le nombre complexe non nul z s’écrit de les formes suivantes :
z=|z| (cosa + isina)
z= \/m(cosa + isin @)
|z|,arg (2)] = [r, o]

Chaque écriture précédente est appelé la forme (ou I'écriture) trigonométrique
du nombre complexe non nul 2z = z + ys.

6-2/ Propriétés

z=a>0=z=]a,
z=a<0=z=[-

0]
a7r]
z=bi; b>0=z= b, 5

]



VII- Opérations sur les formes trigonométriques

, z=|[r,a] =r(cosa + isina)
z et 2’ deux complexes non nuls tel que :

2 =[r,a] =71 (cosa’ +isina’)
Ona:
zx 2 =ra] x[r,a]=rxr,a+a’] =rr(cos(a+a’)+isin(a+ a’))
2" = [r,a]" = [r", nal
[1,a]" = [1",na] = [1,na] < [(cosa + isina)” = (cosna + isinna)]
1 _ 1 _ [l —Oz’]
S mel
r,a T )
7= el [a—ao]

+1 si ..
&5 = et 2 (cos(a o) +isin(a - )

VIlI- Exercices
8-1/ Exercice 1

1. Ecrire les nombres complexes sous forme algébrique :

3 23 = EZ.—*—
4Z4:(3—|-i)(1—5i)

C3-6i
5 25 = 5 t 35

8-2/ Exercice 2

1. Donner une forme trigonométrique de chacun des nombres complexes

suivants :
1212%4—?@'
2 29 = /6 — 1/2i
3Z3=L—li

23 2



4 24 =(1—14) —/3+i

1 31
5 10
6 26 = (1+1i)°

8-3/ Exercice 3

Le plan complexe est rapporté a un repeére orthonormal direct O, v, v .

On consideére les points A, B et C d'affixes respectives : z4 = 2 — 2i\/§ et

2 = 2 + 2i4/3 et zo = 8.
1. Donner une forme trigonométrique des nombres complexes z4 , 2p et z¢ .
2. Placer les points A, B et C sur le repére .

RA—ZC
ZB—Z(C

On pose : Z =
3. Déterminer |Z| et arg (Z).
4. En déduire la nature du triangle ABC.

8-4/ Exercice 4

On considére dans le plan complexe les points A, B et C d'affixes respectives :
24=—/2etzp=1+ietzg=1—1i.

. N — —
1. Placer les points A, B et C surunrepere O, u, v .
2. Déterminer le module et I'argument de Z = %.

— —
3. Déduire une mesure de I'angle orienté | AC,AB |.

4. Déterminer la forme algébrique puis une forme trigonométrique du quotient

ZA—ZB
zZpq
5. Déduire cos (%) et sin (%)

8-5/ Exercice 5

Dans le plan complexe, soit 2z = x + yi avecz € etycE

On considére le nombre complexe U = (z — 2i) (2 — 1), et soit M I'image du
nombre complexe z.

1. Ecrire en fonction de z et y la partie réel et la partie imaginaire de U.
2. Déterminer I’'ensemble des points M (z) du plan tels que U est réel.

3. Déterminer I'’ensemble des points M (z) tels que U est imaginaire pur.

8-6/ Exercice 6

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé O; u; v .



on considére les points A, B, C, D, E et F qui ont pour affixes z4 = 2,
2= —21,20=2+4+21,2p=31, 2g=—3etzp=-2+4+2
1. Représenter les points A, B, C, D, E et F dans le plan complexe.
2. En utilisant la représentation, déterminer I'argument des complexe
ZA, 2B, 2C, 2D, RE €t zF,



