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I- Généralité sur les suites

1-1/ Suite majorée - suite minorée - suite bornée
Définitions

Une suite (un)nzng est majorée par un réel M si et seulement si
Vn >mng; up < M (ouu, < M)

Une suite (un), >,
Vn > ng; up, > m (ouu, >m)

est minorée par un réel m si et seulement si

Une suite (uy,) est bornée si et seulement si (u,) est majorée et

minorée .

n>mng n>mng

Exemples

1-2/ La monotonie d'une suite
Définitions

Une suite (uy,) est croissante si et seulement si Vn > ng ; u, < Upi1

n>ng
Une suite (uy),,, est strictement croissante si et seulement si
Vn > ng 5 up < Uptt

Une suite (uy,) est décroissante si et seulement si Vn > ng ; U, > Upi1

n>ng

Une suite (uy,) est strictement décroissante si et seulement si

n>ng,
Yn > ng; Uy > Ut

Une suite (uy,),,, est constante si et seulement si Vn > ng ; up = Un+1

n,

Exemples
lI- Suite arithmétique
2-1/ Définition

Soient (uy,) une suite numérique et 7 un nombre réel non nul.

n>ny
La suite (un) est arithmétique de raison r et de premier terme u,, équivaut a
Vn > mno; Uppl —Up =T (un+1 :un+r)

La suite (uy,) est arithmétique de raison 7 et de premier terme u,, équivaut a
Vn > ng; up = Up, + (0 —no)r



2-2/ La somme S,
Soit la somme suivante :

Sp = Up + Upt1 + Upra+. .. Uy
Ona:

Sp = [u”;up} X (n—p+1)
Ou:

ler terme-+-dernier terme
S, =

> } X (nombre de termes)

2-3/ Caractéristiques
Propriété caractéristique

Vp>mno; Vg >mno; ug=1up+(qg—p)r; (p,q €N)
Moyenne arithmétique

u; = a etu;11 = betu;1o = csonttrois termes consécutifs d’une suite
arithmétique de raisonr,onaa + ¢ = 2b

Exemple
lll- Suite géométrique
3-1/ Définition

Soient (uy,) une suite numérique et g un nombre réel non nul.

n>ny
La suite (u,) est géométrique de raison q et de premier terme Up, €quivaut a
Vn > ng; Uni1 = q. Uy

La suite (up) est géométrique de raison g et de premier terme uy, équivaut a
Vn > ng; Up = Un,- q(”_“")

Exemples

3-2/ La somme S,

Soit la somme suivante :

Sn = Up + Up1 + Upro+. .. Uy
Sig+# l,ona:

Sig=1lona:
Sn=2pup=(M—p+1)u
3-3/ Caractéristiques
Propriété caractéristique
Vp>mo; Vn>mng; up =un x ¢°"; (p,n €N)



Moyenne géométrique
u; = a etu;y; = betu;1o = csonttrois termes consécutifs d’une suite
arithmétique de raison 7, on a a X ¢ = b?

Exemple
V- Limites d’une suite numérique

4-1/ Limite finie d’une suite
Définition

(Un),,>r, €St une suite numérique.

On dit que la limite de la suite (uy,) est le nombre réel 1 si pour tout intervalle
ouvert I et de centre 1 contient tous les termes de la suite (uy) a partir d’'un
certain rang.

Onnote: lim wu, =1

n—+00
Propriétés
Si une suite a une limite alors cette limite est unique.

lim £ =0et lim L =0etet lim X =0 (i€ N*)et lim - =0
n——+00 n—+oo M n—+oo M n—+o0o /N
oo (i ~ D =0 B v =1
Exemple

4-2/ Limite infinie d’une suite
Définition

(Un),,>r, €St UNe suite numérique.

On dit que la limite de la suite (uy,) est +oo si pour tout A de R™ I'intervalle
]A; +00] contient tous les termes de la suite (u,,) a partir d’un certain rang.

e Onnote: lim wu, = +o0
n—-+o0o

On dit que la limite de la suite (u,) est —oo si pour tout A de R™ I'intervalle
]—00; A[ contient tous les termes de la suite (u,,) a partir d'un certain rang.

e Onnote: lim wu, = —o0
n——+00

Propriétés
Si une suite a une limite alors cette limite est unique.

lim n=+ocoet lim n?=+ooet lim n'= +oo (i € N¥)et
n—-+00 n—-+00 n—-+00

lim \/_: +00

n—-+0o0o

Exemple



4-3/ Convergence d’une suite numérique

Définition

(Un),,>p, €St Une suite numérique.

Si la limite de la suite (u,,) est finie on dit que la suite (u,) est convergente.

Si la limite de la suite (uy,) est infinie ou la suite (u,) n'a pas de limite on dit que
la suite est divergente.

Propriétés
Toute suite croissante et majorée est une suite convergente.
Toute suite décroissante et minorée est une suite convergente.

Exemple

V- Opérations sur les limites des suites

Propriété

Soient (Un),,>p,, €t (Un),,, deux suites numériques.

Les opérations sur les suites sont les mémes que les opération des fonctions.
+ (vp) = (un + vp)

Les propriétés des opérations des limites des suites sont les mémes que celles
des fonctions.

e Exemple : (uy)

n>ny n>ny n>ng,

1. Exemple1:Si lim u, =1let lim v, =1’ alors lim u, +v, =1+1
n—oo n— o0 n—oo

2. Exemple 2 :Si lim u, =let lim v, = 400 alors lim wu,, + v, = +00
n—oo n— 00 n—o0

Si lim u, =letu, >0alors1>0

n—oo

Si lim u, =1let lim v, =1 etv, <wu,alors]’ <1
n—oo n—o0

Exemple

VI- Criteres de convergences

Critéres
Soient (Un),,>p, €t (VUn)y5p, € (Wn),s,, trois suites numériques tel que a partir
d'unrangponapourtoutn >p>ng (n€N), a>0etl €R

1. Siv, <u, <w,et lim v, = lim w, =lalors lim u, =1
n—o0 n—o0 n—o0

2. Sivp, > a.uy et lim u, = +oo alors lim v, = +00

n—o0 n—oo
3. Siv, < a.u, et lim u, = —oo alors lim v, = —c©
n—oo n—oo

4. Silv, — 1| < a.uy, et lim u, = 0 alors lim v, =1
n— 00 n—oo

Exemple

VII- Suites particulieres



7-1/ Suite de la forme u,, = q" avecq € R
Propriéteé

Siq > 1alors lim u, = 400
n—oo

Sig=1alors lim u, =1
n—oo

Si—1 < g < 1lalors lim u, =0

n—oo

Si ¢ < —1 alors (uy) n'a pas de limite.

Exemple

7-2/ Suite de la forme u,, = n” avec r € Q*
Propriété

Sir > 0alors lim u, = +0c0
n—o0

Sir <0Qalors lim u, =0

n—oo
Exemple
7-3/ Suite de la forme v, = f (uy)
Propriéte

converge vers 1 (c.a.d. lim u, =1) et f est une fonction

Si une suite (uy,) ir
n—oo

n>ng
continue en 1 alors la suite ('Un)n>n0 définie par v, = f (u,) est convergente

vers f (1) (c.a.d. T}Elgovn = f (1)

Exemple

7-4/ Suite de la forme u,1 = f (uy)
Définition

Soit une suite (uy,) tel que Vn > ng ; up+1 = f(uy) avec f estune

fonction.

n>ny

Siona:

e f est une fonction continue sur un intervalle I.
e f(I)C1I

* Uy, € I (le premier terme).

e La suite (uy) est convergente (vers 1 € R).

Alors 1 est solution de I'équation z € I ; f(x) = x (c.a.d. 1 vérifiel = f (1)).
Exemple
[IX- Exercices

8-1/ Exercice 1

On considére la suite (u,) définie par :



Uy = 13
Upi1 = %un+7; Vn € N
1. Démontrer par récurrence que u,, < 14 pour tout n de N,

On considéere la suite (’vn) définie par v,, = 14 — u,, pour tout n de N.

2. Montrer que la suite (v,,) est géométrique de raison % puis écrire v,, en
fonction de n.

)n pour tout n de N, puis calculer la limite de

N

3. En déduire que u,, = 14 — (
la suite (uy,).

8-2/ Exercice 2
On consideére la suite (u,) définie par :
ug = 4
Upr] = %un+3; Vn € N

1. Démontrer par récurrence que u, < 5 pour tout n de N.
2. Vérifier que up 11 — Up = % (5 — uy,) pour tout n de N, puis en déduire que
(uy,) est croissante.
3. En déduire que (u,) est convergente.
On considére la suite (vy,,) définie par v, = 5 — wu, pour tout n de N,
4. Montrer que la suite (v,,) est géométrique de raison % puis écrire v,, en

fonction de n.

(SN

n
5. Montrer que u,, = 5 — ( ) pour tout n de N, puis calculer la limite de la

suite (uy,).

8-3/ Exercice 3

On consideére la suite (u,) définie par :

Uy — 2
3+u,
7 _ape 4(un_3) . Pe
1. Vérifier que upr1 — 3 = W pour tout n de N, puis démontrer par

récurrence que u, < 3 pour tout n de N.

On considére la suite (v,,) définie par v, = g"_—j pour tout n de N.

2. Montrer que la suite (v,,) est géométrique de raison % puis en déduire que

Uy = (l)n pour tout n de N.

2
_ 1+3w,
3. Montrer que u,, = Tru,

4. Calculer la limite de la suite (uy,).

8-4/ Exercice 4

pour tout n de N, puis écrire u,, en fonction de n.



Partie 1

4 2
On considére la fonction numérique f définie par: f (z) = ( Ve )
V42
1. Déterminer Dy I'ensemble de définition de la fonction f, puis calculer
lim x).
T——+00 f ( )

2. Etudier la dérivabilité de f en a droite et interpréter le résultat
géométriquement.

3. Calculer f’(x) pour tout > 0.

4. Dresser le tableau de variation de f.

5. Etudier les positions relatives de (6y) et la droite (A) d'équation y = z.
Partie 2

ug = 1

Up+1 = f(un) ; Vn € N

1. Montrer que (Vn € N): 0 < u, <4,

2. Déterminer le sens des variations de la suite (uy,).

Soit (uy,) la suite définie par : {

3. Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.
Partie 3

Soit (vy,) la suite définie par (Yn € N) : v, =1 — ﬁTn

1. Montrer que (v,) est une suite géométrique et déterminer sa raison.

2. Calculer v, puis u, en fonction de n.

3. Calculer lim wu,.
n——+00

8-5/ Exercice 5

Soit (uy,) la suite réelle définie sur N par ug = 0 et u, 11 = At
V3 +u,?

1. Montrerque: (Vn e N): 0 <wu, <1

2. Montrer que : (Vn € N) : w1 > 1+2u"

3. Etudier la monotonie de la suite (uy,).

4. Vérifierque: (Vn e N): 1 —wupiq < % (1 — uy)

5. En déduire que : (Vn € N) : u, < (%)n

6. Calculer la limite de la suite (uy).

8-5/ Exercice 6

Soit (uy,) la suite réelle définie sur N parug = 1 et uy 11 = 2;[2”

1. Montrerque: (Vn € N): u, >0
—uy, (1+u,)

2. Montrer que : (Vn € N) 1 Upy1 —up = ——



3. Etudier la monotonie de la suite (uy,).
Soit (vy,) la suite définie par (Vn € N) : v, =

Up,
1+uy,

4. Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison 1.

5. Exprimer v,, puis u,, en fonction de n.

6. Calculer la limite de la suite (uy,).



