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I- Continuité et continuité a droite et a gauche d’une fonction en
un point g

1-1/ Continuité d’une fonction en un point

Définition

f est une fonction définie sur Dy et I, est un intervalle ouvert et contient zo et inclus dans
Dy

f est continue au point zy < li_>m f(x) = f(z0)
T—X(

Exemple

1-2/ Continuité a droite et a gauche d’une fonction en un point z
Définition 1
f est une fonction définie sur Dy et Iy = [xo, 2o + 7[; (r > 0) est un intervalle inclus dans
Dy

f est continue a droite au point zg < lim f(z) = f(z0)

T—xo
T>x0

Définition 2
f est une fonction définie sur Dy et I :} xo—T, 1130} ; (r > 0) est un intervalle inclus dans Dy
f est continue & gauche au point z¢g < lim f(z) = f(z0)
I
Propriété

f est continue au point x( si et seulement si f continue a droite et a gauche de z.

Ou encore :
f est continue au point zp < lim f(z) = lim f(z) = f(xo)
T—xo T— T
Tx>T r<x(
Exemples

II- Continuité sur un intervalle

2-1/ Définitions
f est continue sur un intervalle ouvert I =|a,b[< pour tout x de I ; f est continue en x.

f est continue sur [a,b[< f est continue sur |a,b] et f est continue a droite de a.

f est continue sur |a,b] < f est continue sur |a,b| et f est continue & gauche de b.

Y )

f est continue sur [a,b] < f est continue sur |a,b] et f est continue a droite de a et a gauche
de b.

ITI- Opérations sur les fonctions continues sur un intervalle I C R

3-1/ Propriétés

f est continue sur I et g est continue sur I.



Les fonctions f+ g et f x g et af (a € R) sont continues sur I.

f

Les fonctions % et - sont continues sur I ( pour z € I tel que g(x) # 0).

IV- Continuité des fonctions usuelles

4-1/ Propriétés

Toute fonction polynomiale est continue sur R.

Toute fonction rationnelle est continue sur toute intervalle inclu dans D f-

Les fonctions z — sin (z) et & — cos (x) sont continues sur R.

La fonction = — tan (z) est continue sur toute intervalle inclu dans R — {% +kr; ke Z}.

La fonction & — /T est continue sur [0, 400

V- Image d’un intervalle par une fonction continue

5-1/ Propriétés

L'image du segment [a,b] par une fonction continue est un segment J = [m, M| (m est la

plus petite image et M est la plus grande image par f des éléments de [a,b]) cad

f ([a,8]) = [m, M]

L'image d’un intervalle I par une fonction continue est un intervalle J. On note J = f (I)

VI- Image d’un intervalle par une fonction continue et strictement

b

monotone
I'intervalle / [ est croissante sur [ [ est décroissante sur I

[a; b] [f(a); f(b)] [f(B); f(a)]
[a; b[ [f(a);lim, ;- f(z)] [lim, - f(2); f(a)]
la; b] | iyt f(); £(0)] [R(b) s s e i ()]
Ja; b i, o film)s i, = f{E) i i) lime s ot )]

la; +o0| | i oo Fi(2)] |limy,—y 400 f(z); f(a)]

] — 00; b] Jlime—, oo f(2); f(D)] [£(8); lima—, —o f()]

VII- Continuité de la composée de deux fonctions continues

1-1/ Théoreme

f est continue en z; et g est continue en f(xg), alors la fonction gof est continue en x

f est continue sur I et g est continue sur f(I), alors la fonction gof est continue sur I




1-2/ Applications
f(z) =sin (ax 4+ b) et g(z) = cos (ax + b) sont continues sur R

h(x) = tan (ax + b) est continue pour tout z tel que az +b # & + km

Si f est positive et continue sur I alors g (z) = 4/f (z) est continue sur I.

1I1X- Exercices

8-1/ Exercice 1

1. Etudier la continuité de f en zo dans les cas suivants :

z?—2z—15
— .z cR {—5;5}
a-zp=5et { ! (“’> oz 5 SR

f(5) =
b e = 1t {f(ac) =2 ;zer\{-1}
f(=1) =
oo [Tl )
/)

Soit f la fonction numérique de la variable x définie par :
—_1 . 1
f(ar:)— o1 0<z< 5
f(a:) =2z +ax?; %ga;g 1
2. Déterminer la valeur de a pour que f est continue en xy = %

3. FEtudier la continuité de f en xg :

z—1
zg =1et f<w>:\/;;:,13w<1
LF(1)=-1

8-2/ Exercice 2

On consideére la fonction f définie sur [2; +oo[ par :
{Vm > 2 f(m) = 1;2__24
f(2) =4
1. Etudier la continuité de f sur [2;+oo|
8-3/ Exercice 3

1. Calculer I'image de l'intervalle I par f dans les cas suivantes:
a- f(a:) =z —-22+3; = [—2;3}
b-f(:v) %;Iz]—%—koo[

c—f(ac):%x3—m2+3a;—1;1=} —oo;l}




8-4/ Exercice 4

1. Etudier la continuité de f sur I dans les cas suivants :

a- f(m) =zZ-1;1= [1;4-00[
b- f(m) = /= sin?(z) +sin(z) +2; 1 = lO;%l

8-5/ Exercice 5

On considéré la fonction f définie par f(2) =4 et f(x) = mfjiz sixz #2

Déterminer Dy.
Montrer que f est continue en zy = 2.

Vérifier que : (Vz € R — {—1}), f(z) = mzj;imlﬂ

Ll A

Justifier que f est continue sur chacun des intervalles |—oo; —1[ et |—1; 4-00].

8-6/ Exercice 6
2 \/r+3—2

On considéré la fonction f définie par f(1) =aet f(z) = ———siz#1louacR.

1. Déterminer Dy, puis calculer lim f(z).
T—+00

2. Pour quelle valeur de a la fonction f est-elle continue en g =1 ?



