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1 �§rm�
4𝑝𝑛𝑡

1 ºz���

.¨`ybV �y�} � d� 𝑠 �ky�

.© r�  d� 𝑠  A� �Ð� Xq� ¤ �Ð� © r�  d� 𝑠2  � �y� Ê 0, 25

.𝑠2 ≡ 1[8]  �� © r�  d� 𝑠  A� �Ð� ¢�� 
b�� Ë 0, 25

2 ºz���

𝐸 = {(𝑚,𝑛, 𝑠) ∈ N*3/22𝑚 + 32𝑛 = 𝑠2} T�wm�m�� d§d�� ºz��� �@¡ ¨� �rtq�

.𝐸 Y�� ¨mtn§ (2, 1, 5) �wl�m��  � �� �q�� Ê 0, 25

.𝐸 Y�� ¨mtn§ (𝑚,𝑛, 𝑠) �wl�m��  � |rtf� �§rmt�� T§Ah� Y��

.© r�  d� 𝑠  � �y� (� Ë 0, 25

.𝑠2 − 32𝑛 ≡ 0[8]  � �y� (
 0, 25

.𝑚 ̸= 1  � �y� (� 0, 25

.𝑚 ≥ 2  � |rtf� Ì

.�yy�¤E 𝑠 + 3𝑛
¤ 𝑠 − 3𝑛

�§ d`��  � �y� (� 0, 25

.𝑑 = 𝑝𝑔𝑐𝑑(𝑠 − 3𝑛, 𝑠 + 3𝑛) �S� (


.𝑑 = 2  � �tntF� �� 22𝑚
�sq§ 𝑑 ¤ 2𝑠 �sq§ 𝑑  � �y� 0, 5

.3𝑛 = 22𝑚−2 − 1  � ¤ 𝑠 = 22𝑚−2 +1  � �tntF� .𝑠+3𝑛 = 22𝑚−1
 � ¤ 𝑠− 3𝑛 = 2  � �y� (� 0, 5

.𝑚 = 2 T�A� ¨� 𝑠 ¤ 𝑛  d� Í 0, 25

.𝑚 ≥ 3  � |rtf� Î

.3𝑛 ≡ −1[16]  � �y� (� 0, 25

.16 Yl� 3𝑘
 d`�� Tms� ¨�A� 𝑘 ¨`ybW�� �y�O��  d`�� �y� 	s�  d� (
 0, 25

.𝑚 ≥ 3 T�A� ¨� 𝐸 Y�� ¨mtn§ (𝑚,𝑛, 𝑠) �wl�� d�w§ ¯ ¢�� �tntF� (� 0, 25

.𝐸 T�wm�m��  d� Ï 0, 25

2 �§rm�
4𝑝𝑛𝑡

.�ylqts� �y¶z���

1 ºz���

.(𝐹𝑚) : 𝑧2 − (3𝑚 − 2𝑖)𝑧 + 2𝑚2 − 4𝑚𝑖 = 0 T� A`m�� rbt`� C*
�� 𝑚 �ky�

.𝑧′′
¤ 𝑧′

T� A`m�� ¨l� �tntF� �� T� A`m�� zym� w¡ Δ = (𝑚 + 2𝑖)2  � �� �q�� Ê 0, 5

�y�� 𝑧2 ¤ 𝑧1 
 (𝐹𝑚) T� A`m�� ¨l�� z�r� ¤ 𝑚 = 1 + 𝑖  � |rtf� ��¥s�� �@¡ ¨� Ë

.|𝑧1| < |𝑧2|
.𝑧2 ¤ 𝑧1 �§ d`l� ¨�l�m�� �kK�� X�� (� 0, 25

.𝑧2 � Tb`km�� C¤@��� �y� �� (−𝑧1)  � �� �q�� (
 0, 25

.𝑧2 � Tb`km�� C¤@�l� ©rb��� �kK�� �tntF� (� 0, 5
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𝐶(𝑚 − 2𝑖) ¤ 𝐵(2𝑚) ¤ 𝐴(𝑖) Xqn�� rbt`� .(𝑂,−→𝑒1 ,
−→𝑒2) �.�.� Y�� 
wsn� (𝒫) Ì

.𝑚 ∈ 𝑖R  A� �Ð� Xq� ¤ �Ð� Tymyqts� 𝐶 ¤ 𝐵 ¤ 𝐴 Xqn��  � �y� (� 0, 5

�y�As�� ©¤Ast� ¤ T§¤�zl� Am¶A� A�l�� ¸Kn� 𝐴𝐵𝐶 �b�m�� �CA� .𝑚 /∈ 𝑖R  � |rtf� (


.𝐷 ¨� 𝐵𝐶𝐷

T�Atk�� �Am`tF� �nkm§) 𝑧𝐷 =
(3 − 𝑖)𝑚 − 2(1 − 𝑖)

2
¤� 𝑧𝐷 =

(3 + 𝑖)𝑚 − 2(1 + 𝑖)

2
 � �y�

.( �C¤dl� T§dq`��

0, 5

2 ºz���

(E𝑛) 𝑧𝑛 = (𝑖𝑧 + 2𝑖)𝑛 𝑛 ∈ N*, 𝑧 ∈ C : T� A`m�� rbt`�

.(𝐼𝑚(𝑧1) > 0) �� (E2) T� A`m�� ¨l� 𝑧2 ¤ 𝑧1 �§ d`l� ¨�l�m�� �kK��  d� (� Ê 0, 5

N �� 𝑝 �k� 𝑢𝑝 = 𝑧𝑝
1 + 𝑧𝑝

2 : �S� (


𝑢𝑝 = (−1)𝑝2
√
2
𝑝
cos(

𝑝𝜋

4
)  � �y� 0, 5

.𝑧 ∈ C �y� 𝑀(𝑧) ¤ 𝐴(−2) Xqn�� rbt`� .(𝑂,−→𝑒1 ,
−→𝑒2) �.�.� Y�� 
wsn� (𝒫) Ë

.𝑂𝑀 = 𝐴𝑀  �� (E𝑛) T� A`ml� ®� 𝑧  A� �Ð� ¢�� �y� (� 0, 5

3 �§rm�
6𝑝𝑛𝑡

:¨l§ Am� ]0,+∞[ Yl� T�r`m�� 𝑥 ¨qyq��� ry�tml� 𝑓 T��d�� rbt`�

𝑓(𝑥) = 2𝑥 + ln𝑥 + arctan(
√
𝑥)

1 ºz���

.]0,+∞[ Yl� TlOt� T�� 𝑓  � �y� Ê 0, 25

.Ty¶Ah�¯� �¤rf�� X�� �� 𝐷𝑓 ��d�� dn� 𝑓 �A§Ah� 	s�� Ë 0, 5

. ]0,+∞[ Yl� �AqtJ®� Tl�A� 𝑓  � �y� (� Ì 0, 25

.��ry�t�� �¤d� X�� �� 𝑓 ′
	s�� (
 0, 5

.(∀𝑥 ∈]0,+∞[), 𝑓 ′(𝑥) > 2  � �y� (� 0, 25

.£d§d�� 	�§ 𝐽 �A�� w�� ]0,+∞[ �� ��Aq� 𝑓  � �y� Í 0, 25

.]0,+∞[ �A�m�� ¨� 𝛼 �dy�¤ ®� �bq� 𝑓(𝑥) = 𝑥 T� A`m��  � �y� (� Î 0, 5

.(∀𝑥 ∈ [𝛼,+∞[), 𝑓(𝑥) ≥ 𝑥  � �y� (
 0, 25

.�l`m�� Hf� ¨� 𝐶𝑓−1 ¤ 𝐶𝑓 ¸K�� Ï 0, 75

2 ºz���⎧⎨⎩ 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛)

𝑢0 ∈]𝛼,+∞[
: ¨l§ Am� T�r`m�� (𝑢𝑛)𝑛∈N Ty�Attm�� rbt`�

.(∀𝑛 ∈ N), 𝑢𝑛 > 𝛼  � �y� Ê 0, 5

.T§d§�z� (𝑢𝑛)𝑛∈N Ty�Attm��  � �y� Ë 0, 5

. lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞  � �y� Ì 0, 5
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3 ºz���⎧⎨⎩ 𝑣𝑛+1 = 𝑓−1(𝑣𝑛)

𝑣0 ∈]𝛼,+∞[
: ¨l§ Am� T�r`m�� (𝑣𝑛)𝑛∈N Ty�Attm�� rbt`�

.(∀𝑛 ∈ N), |𝑣𝑛+1 − 𝛼| ≤
1

2
|𝑣𝑛 − 𝛼|  � �y� Ê 0, 25

.Aht§Ah� � d�� T�CAqt� (𝑣𝑛)𝑛∈N Ty�Attm��  � �tntF� Ë 0, 75

4 �§rm�
6𝑝𝑛𝑡

:¨l§ Am� [0,+∞[ Yl� T�r`m�� 𝑥 ¨qyq��� ry�tml� 𝑃𝑛 T��d�� rbt`� .N*
��  d� 𝑛 �ky�

𝑃𝑛(𝑥) =
𝑘=2𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝑥𝑘

𝑘

1 ºz���

(∀𝑛 ∈ N*)(∀𝑥 ∈ [0,+∞[), 𝑃 ′
𝑛(𝑥) =

𝑥2𝑛 − 1

𝑥 + 1
 � �y� Ê 0, 5

.Ah��ry�� �¤d� �R ¤ 𝑃 T��d�� ��ry�� xC � Ë 0, 5

.(∀𝑛 ∈ N*), 𝑃𝑛(1) < 0  � �y� Ì 0, 5

 � �� �q�� (� Í

.(∀𝑛 ∈ N*)(∀𝑥 ∈ [0,+∞[), 𝑃𝑛+1(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥) + 𝑥2𝑛+1

(︂
𝑥

2𝑛 + 2
−

1

2𝑛 + 1

)︂
0, 75

.(∀𝑛 ∈ N*), 𝑃𝑛(2) ≥ 0  � �tntF� (
 0, 5

.1 < 𝑥𝑛 ≤ 2  � ¤ [1,+∞[ �A�m�� ¨� 𝑥𝑛 �dy�¤ ®� �bq� 𝑃𝑛(𝑥) = 0 T� A`m��  � �y� Î 0, 5

1 ºz���

(∀𝑛 ∈ N*)(∀𝑥 ∈ [0,+∞[), 𝑃𝑛(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝑡2𝑛 − 1

𝑡 + 1
𝑑𝑡  � �y� Ê 0, 75

.(∀𝑛 ∈ N*),

∫︁ 𝑥𝑛

1

𝑡2𝑛 − 1

𝑡 + 1
𝑑𝑡 =

∫︁ 1

0

1 − 𝑡2𝑛

𝑡 + 1
𝑑𝑡  � �tntF� Ë 0, 5

.(∀𝑡 ∈ [1,+∞[), 𝑡2𝑛 − 1 ≥ 𝑛(𝑡2 − 1)  � �y� Ì 0, 5

.(∀𝑛 ∈ N*),

∫︁ 𝑥𝑛

1

𝑡2𝑛 − 1

𝑡 + 1
𝑑𝑡 ≥

𝑛

2
(𝑥𝑛 − 1)2  � �y� (� Í 0, 5

. lim
𝑛→+∞

𝑥𝑛  d� �� .(∀𝑛 ∈ N*), 0 < 𝑥𝑛 − 1 ≤
√︂

2 ln 2

𝑛
 � �tntF� (
 0, 5

(𝐵𝑜𝑛𝑢𝑠)
5 �§rm�

Pour 𝑛 ≥ 1 un entier, on définit l’indicateur d’Euler de 𝑛 par :

𝜙(𝑛) = card{1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛; 𝑘 est premier avec 𝑛}.

Ê Calculer 𝜙(𝑝) lorsque 𝑝 est un nombre premier.

Ë Calculer 𝜙(𝑝𝛼), où 𝑝 est premier et 𝛼 ≥ 1.

Ì Que signifie 𝜙(𝑛) pour l’anneau Z/𝑛Z?

Í En déduire que si 𝑛 ∧ 𝑚 = 1, alors 𝜙(𝑛𝑚) = 𝜙(𝑛)𝜙(𝑚).

Î Déduire des questions précédentes une formule pour calculer

𝜙(𝑛) pour tout entier 𝑛.
Ïa) Soit d un diviseur de n. On pose 𝐴𝑑 = {1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛; 𝑘 ∧ 𝑛 = 𝑑}. Quel est le cardinal de 𝐴𝑑 ?

b) En déduire que 𝑛 =
∑︁
𝑑/𝑛

𝜙(𝑑)
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