
TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

2021 − 2022

2  5 ¨b§r��  A�t��

4ℎ EA��¯� d�

Tyly¡�t��  wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

1 �§rm�
9𝑝𝑛𝑡

A¡An�n� (𝐶𝑓) �ky� ¤ 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)𝑒−2𝑥
: ¨l§ Am� R Yl� T�r`m�� T§ d`�� T��d�� 𝑓 �kt�

.‖
−→
𝑖 ‖ = 1 �� (𝑂,

−→
𝑖 ,

−→
𝑗 ) �\nm� d�A`t� �l`� ¨�

1 ºz���

. lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) ¤ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 	s�� (� Ê 0, 5

. (𝐶𝑓) Yn�nml� Ty¶Ah�®�� �¤rf�� xC � (
 0, 5

. R Yl� 𝑓 T��d�� ��ry�� xC � Ë 0, 5

. (𝐶𝑓) Yn�nm�� r`q� xC � (� Ì 0, 5

.(𝐶𝑓) Yn�nm�� ¸K�� (
 0, 5

(𝐸) : 𝑦′′ + 3𝑦′ + 2𝑦 = −𝑒−2𝑥
TylRAft�� T� A`ml� �� 𝑓  � �y� (� Í 0, 5

.(𝐸) TylRAft�� T� A`ml� �A`�� ����  d� (
 0, 5

2 ºz���

(𝐶𝑓) Yn�nm�� �y� CwO�m�� zy��� T�As� 𝐴𝑛 �kt� ¤ �d`n� ry� Ay`ybV A�y�} � d� 𝑛 �ky�

.𝑥 = 𝑛 T� A`m�� ¤Ð �yqtsm�� ¤ 	y��C±� Cwm�� ¤ �y}A�±� Cw�� ¤

0, 5

.𝑛 T�¯d� 𝐴𝑛 	s�� Ê 0, 5

. lim
𝑛→+∞

𝐴𝑛 	s�� Ë 0, 5

3 ºz���

.𝑢𝑛 = 𝑛

∫︁ 1

0

(𝑓(𝑥))𝑛𝑑𝑥 : �S� 𝑛 �d`n� ry� ¨`ybV �y�}  d� �k�

.(∀𝑛 ∈ N*) 𝑢𝑛 =

∫︁ 𝑛

0

(︂
1 +

𝑡

𝑛

)︂𝑛

𝑒−2𝑡𝑑𝑡 :  � �y� Ê 0, 5

(∀𝑢 ∈ [1, 2]) 2 − 𝑢 ≤
1

𝑢
≤ 1  � �y� (� Ë 0, 5

(∀𝑛 ∈ N*) (∀𝑥 ∈ [0, 𝑛]) 𝑥 −
𝑥2

2𝑛
≤ 𝑛 ln(1 +

𝑥

𝑛
) ≤ 𝑥 :  � �tntF� (
 0, 5

(∀𝑛 ∈ N*) 𝑢𝑛 ≤
∫︁ 𝑛

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 :  � �y� (� Ì 0, 5

(∀𝑛 ∈ N*) 𝑒
− 1

2 3√𝑛

∫︁ 3√𝑛

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 ≤ 𝑢𝑛 :  � �y� (
 0, 5

.Aht§Ah�  d� ¤ T�CAqt� (𝑢𝑛)𝑛≥1 Ty�Attm��  � �tntF� (� 0, 5

.]0, 1[ �A�m�� �� 𝑎 �ky� Í

.

∫︁ 1

𝑎

𝑛(𝑓(𝑥))𝑛𝑑𝑥 ≤ 𝑛(1 − 𝑎)(𝑓(𝑎))𝑛 :  � �y� (� 0, 5

. lim
𝑛→+∞

∫︁ 1

𝑎

𝑛(𝑓(𝑥))𝑛𝑑𝑥 = 0 :  � �tntF� (
 0, 5

. lim
𝑛→+∞

∫︁ 𝑎

0

𝑛(𝑓(𝑥))𝑛𝑑𝑥 : 	s�� (� 0, 5

1 / 4



2 �§rm�
3𝑝𝑛𝑡

: Ty�At�� T� A`m�� C ¨� rbt`�

(𝐸) : 𝑧3 −
3

2
(
√
3 + 𝑖)𝑧 − (1 + 𝑖) = 0

𝑗 = −
1

2
+ 𝑖

√
3

2
©dq`��  d`�� rbt`� ¤

0, 25

.𝑗 ¤ 𝑗 ¤ 1 ¨¡ 1  d`l� Tb`km�� C¤@���  � �� �q�� Ê 0, 25

(𝑆)

⎧⎨⎩ 𝑥 + 𝑦 = 1 + 𝑖

𝑥𝑦 = 𝑖
: Tm\n��  Aqq�§ 𝑦 ¤ 𝑥 �y§dq� �§ d�  d� Ë

.𝛼𝛽 = −𝑖𝑗 ¤ (𝐸) T� A`ml� �� 𝛼 + 𝛽 �y�� �y§dq� �§ d� 𝛽 ¤ 𝛼 �ky� Ì

.(𝑆) Tm\n��  Aqq�§ 𝛽3
¤ 𝛼3

 � �y� (� 0, 5

.𝑗(1 − 𝑖) ¤ 𝑗(1 − 𝑖𝑗) ¤ 1 − 𝑖𝑗 �kK�� Yl� 	tk� (𝐸) T� A`m�� �wl�  � �tntF� (
 0, 75

.]0, 2𝜋[ �A�m�� �� �rOn� 𝜃 �ky� (� Í 0, 5

.1 − (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) ©dq`��  d`�� dm� ¤ CAy`� 𝜃 T�¯d�  d�

.(𝐸) T� A`m�� �wl� �� �� �� dm� ¤ CAy`�  d� (
 0, 75

3 �§rm�
3𝑝𝑛𝑡

(𝑂,−→𝑢 ,−→𝑣 ) �\nm� d�A`t� �l`� Y�� 
wsn� ©dq`�� «wtsm��

: Ty�At�� T� A`m�� C ¨� rbt`�

(𝐸𝜃) : 𝑧2 − 2𝑧 +
1

cos2(𝜃)
= 0

.

]︂
−
𝜋

2
,
𝜋

2

[︂
�A�m�� Y�� ¨mtn§ ¨qyq� ©rt�CA� 𝜃 �y�

.(𝐸𝜃) T� A`m�� C ¨� �� (� Ê 0, 75

.𝐼𝑚(𝑧1) = tan 𝜃 �y� (𝐸𝜃) T� A`m�� ¨l� 𝑧2 ¤ 𝑧1 �ky� (
 0, 75

.¨�l�m�� �kK�� Yl� 𝑧2 ¤ 𝑧1 	t��

𝑂𝑀1𝑀2 �l�m��  � �y� .©dq`�� «wtsm�� ¨� 𝑧2 ¤ 𝑧1 ¨�Cw} ¨��wt�� Yl� 𝑀2 ¤ 𝑀1 �kt� Ë

.𝑂 ¨� �y�As�� ©¤Ast�

0, 75

: Ty�At�� T� A`m�� C ¨� rbt`� .N �� 𝑛 �ky� Ì

(𝐸) : 𝑧2𝑛 − 2𝑧𝑛 +
1

cos2(𝜃)
= 0

.¨�l�m�� �kK�� Yl� (𝐸) T� A`m�� �wl�  d�

0, 75

2 / 4



4 �§rm�
2𝑝𝑛𝑡
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Partie 1

Ê a) Prouver que 29 est un nombre premier.(0,25p)

b) Soit 𝑥 ∈ N et 𝑛 un entier naturel tel que 𝑛 ≡ 1[28].Prouver que 𝑥𝑛 ≡ 𝑥[29].(0,25p)

Ë On considère l’équation (𝐸) : 17𝑥 − 28𝑦 = 1 où (𝑥, 𝑦) ∈ Z2.

a) En utilisant l’algorithme d’Euclide, trouver un tel couple solution.(0,5p)

b) Résoudre dans Z2 l’équation (𝐸).(0,5p)

Partie 2

Soit A = {𝑥 ∈ N, 𝑥 < 29} Pour 𝑥 ∈ A, on note 𝑓(𝑥) le reste de la division euclidienne de 𝑥17 par 29

et 𝑔(𝑥) le reste de la division euclidienne de 𝑥5 par 29.

Ì a) Prouver que 𝑓(𝑥) ∈ A et 𝑥17 ≡ 𝑓(𝑥)[29], puis Prouver que 𝑔(𝑥) ∈ A et 𝑥5 ≡ 𝑔(𝑥)[29].(0,25p)

b) Pour 𝑥 ∈ A, prouver que 𝑔 (𝑓(𝑥)) = 𝑥. (0,25p)

Í Applications :

On attribue à chaque lettre de l’alphabet et ”𝛼” et ”𝛽”, l’entier donné par le tableau ci-dessous :

A B C D E F G H I J K L M N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

O P Q R S T U V W X Y Z 𝛼 𝛽

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

a) Bob code le mot ”BENSOUDA” à l’aide de la fonction 𝑓 et envoie le message codé à Alice. Voici le

codage des cinq premières lettres ”B”, ”E”, ”N”, ”S” et ”O” :

Message initial B E N S O

Entier associé 2 5 14 19 15

Utilisation de 𝑓

217 ≡
21[29]

517 ≡
9[29]

1417 ≡
11[29]

1917 ≡
14[29]

1517 ≡
18[29]

Entier associé 21 9 11 14 18

Message codé U I K N R
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Compléter son message.(0,5p)

b) Alice reçoit le message suivant, codé par Bob, à l’aide de la fonction 𝑓 : B J A C I Z

Décrypter ce message à la place d’Alice. (0,5p)

Scanner le cod QR pour avoir la correction
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