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  .𝐼 هبٕٗٞ رجبد٢ُ ك٢ أُغٔٞػخ ∗ُ٘ج٤ٖ إٔ 

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐼.  

𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎 

 

  .𝐼 هبٕٗٞ رجبد٢ُ ك٢ ∗: ٣ؼ٢٘  :ٝ ٓ٘ٚ 

  .𝐼 هبٕٗٞ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ أُغٔٞػخ ∗ُ٘ج٤ٖ إٔ 

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏 ٝ 𝑐 ٖٓ صلاس ػ٘بطش 𝐼.  

  .𝐼 رغ٤ٔؼ٢ ك٢ أُغٔٞػخ ∗ارٕ اُوبٕٗٞ 

 ٌٖ٤ُ𝜀 ٕٞٗك٢ أُغٔٞػخ ∗ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ اُوب 𝐼  

;   𝑎𝜖𝐼∀  : ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘    𝑎 ∗ 𝜀 = 𝜀 ∗ 𝑎 = 𝑎 

𝑎 ٗ٘طِن ٖٓ اؽذٟ أُزغب٣ٝز٤ٖ  𝜀ُزؾذ٣ذ ه٤ٔخ  ∗ 𝜀 = 𝑎  ٝأ  𝜀 ∗ 𝑎 = 𝑎  

𝑎:   اٌُزبثخ  . ∗ 𝜀 = 𝑎.   

= 𝑒ln 𝑎 .ln 𝜀:      رؼ٢٘  𝑎   

. ln 𝑎:      رؼ٢٘  ln 𝜀 = ln 𝑎    

𝜀:      رؼ٢٘  = 𝑒   

;0 ٗزؤًذ ٖٓ إٔ    ٣٘ز٢ٔ ا٠ُ  أُغبٍ   +∞    

𝑒ثبُلؼَ   ≈  0  أًجش هطؼب ٖٓ 2,72

   𝑒𝜖𝐼:    ارٕ 

= ln 𝜀 : رؼ٢٘ 
ln 𝑎 

ln 𝑎 
= 1 

 

 𝑒ٝ ٓ٘ٚ اُوبٕٗٞ  ٣وجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ٝ ٛٞ اُؼذد 

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏  ػ٘ظش٣ٖ ٖٓ أُغٔٞػخ 𝐼 ∖  1 .   

𝑎ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ    ≠ 1   ٝ   𝑏 ≠ 1    

 ٚ٘ٓ ٝ    :ln 𝑏 ≠ 0   ٝ   ln 𝑎 ≠ 0    

. ln 𝑎:       ٣ؼ٢٘  ln 𝑏 ≠ 0      

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑒ln 𝑎 .ln 𝑏 ≠ 1   

< 𝑒ln 𝑎 .ln 𝑏:   ٗغز٘زظ إٔ  0   ٝ   𝑒ln 𝑎 .ln 𝑏 ≠ 1    

𝑒ln 𝑎 .ln 𝑏  𝜖  𝐼:   ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘ ثٌَ ثغبؽخ إٔ  ∖  1     

𝑎:    أ١  ∗ 𝑏  𝜖  𝐼 ∖  1      

𝐼 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ أُغٔٞػخ   ∗ٝ ٓ٘ٚ  ∖  1   

𝐼 ك٢ أُغٔٞػخ   ∗رجبد٤ُخ ٝ رغ٤ٔؼ٤خ اُوبٕٗٞ  ∖  1   

𝐼 لإٔ   𝐼ٗغز٘زغٚ ٖٓ أُغٔٞػخ  ∖   𝐼 عضء ٖٓ  1 

 رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ∗ كبٕ 𝐼 رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ ∗ثٔب إٔ اُوبٕٗٞ 

𝐼ًزُي ك٢ أُغٔٞػخ    ∖ 𝐼  لإٔ   1  ∖  1 ⊂ 𝐼   

  𝐼 ك٢ أُغٔٞػخ ∗ ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوبٕٗٞ 𝑒ُذ٣٘ب 

𝐼 ك٢ أُغٔٞػخ  ∗ ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوبٕٗٞ 𝑒ارٕ  ∖  1    

𝑒لإٔ   ≠ 𝑒 𝜖 𝐼  أ١  1 ∖  1    

 ٌٖ٤ُ𝑎  ػ٘ظشا ٖٓ أُغٔٞػخ 𝐼 ∖  1    

 𝑥 ٓوِٞة ُِؼ٘ظش 𝑎  ك٢ أُغٔٞػخ 𝐼 ∖  1    

𝑎:  ٣ؼ٢٘  ∗ 𝑥 = 𝑥 ∗ 𝑎 = 𝑒   

𝑎ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ     ∗ 𝑥 = 𝑒   

= 𝑒ln 𝑎 .ln 𝑥ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ    𝑒    ٚ٘ٓ ٝ  :ln 𝑎 . ln 𝑥 = 1    

𝑎 𝜖 𝐼:   ثٔب إٔ  ∖ 𝑎   كبٕ   1  ≠ 1   

≠ ln 𝑎 :ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ  0  

𝑒:  أ١ 
1

ln  𝑎  𝜖 𝐼 ∖  1    

𝐼 ٖٓ أُغٔٞػخ  𝑎ٗغز٘زظ إٔ ًَ ػ٘ظش  ∖   ثوجَ  1 

𝑒ٓوِٞثب 
1

ln  𝑎   ٗلظ أُغٔٞػخ ٖٓ 𝐼 ∖  1    

 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ∗ُوذ رٌٔ٘ب ٖٓ إٔ ٗجشٖٛ ػ٠ِ إٔ  : خلاطخ

𝐼أُغٔٞػخ   ∖  ٣وجَ 𝑎 ٝ ًَ ػ٘ظش 𝑒  ٝ ُٚ ػ٘ظش ٓؾب٣ذ  1 

𝑒ٓوِٞثب  
1

ln  𝑎   ك٢ أُغٔٞػخ 𝐼 ∖  1    

𝐼 ٝ ثبُزب٢ُ   ∖  .  صٓشح رجبد٤ُخ ∗,  1 

;1 أٝلا ، ٗلاؽع إٔ    +∞ ⊂ 𝐼 ∖  1    

𝐼:  لإٔ  ∖  1 =  0; 1 ∪  1; +∞    

;1 :  ٝ ًزُي  +∞ ≠ ∅   

;1 ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ  𝐼 عضء ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ ٖٓ أُغٔٞػخ    ∞+ ∖  1   

= ln 𝑥 :أ١ 
1

ln 𝑎 
 

 

𝑥 :    ٣ؼ٢٘  = 𝑒
1

ln 𝑎  

 

𝑒  :٣ؼ٢٘ 
1

ln  𝑎 ≠ 1    ٚ٘ٓ ٝ: 
1

ln 𝑎 
≠ 0 

 

 ∎ أ 3

𝑎 : ُذ٣٘ب  ∗ 𝑏 = 𝑒ln 𝑎 .ln 𝑏  

 = 𝑒ln 𝑏 .ln 𝑎  

 = 𝑏 ∗ 𝑎 

 

∎ 2 

 ( ن 3,3 ):   التمرين الأول 

∎ 1  𝐈  

 ب 3 ∎

𝑎 ∗  𝑏 ∗ 𝑐 = 𝑒ln 𝑎 .ln 𝑏∗𝑐  

 = 𝑒ln 𝑎 .ln 𝑒 ln  𝑏 .ln  𝑐   

 = 𝑒ln 𝑎 .ln 𝑏 .ln 𝑐  

 = 𝑒 ln 𝑒 ln  𝑎 .ln  𝑏  .ln 𝑐  

 = 𝑒 ln 𝑎∗𝑏 .ln 𝑐  

 =  𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 

 



 

  
,1  ػ٘ظش٣ٖ ٖٓ ٣𝑎 ٝ 𝑏ٌل٢ ا٥ٕ إٔ ٗجشٖٛ ػ٠ِ ٗٚ ارا ًبٕ  +∞   
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𝑎:  كبٕ  ∗ 𝑏′𝜖 1, 𝐼 ك٢ 𝑏 ٛٞ ٓوِٞة ′𝑏  ثؾ٤ش  ∞+ ∖  1   

,𝑎𝜖 1:  ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب  +∞   ٝ  𝑏𝜖 1, +∞    

٣𝑏ؼ٢٘   > 1  ٝ  𝑎 > 1   

𝑎:    ٣ؼ٢٘  ∗ 𝑏′𝜖 1, +∞   

  1, 𝐼   عضء ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ ٖٓ أُغٔٞػخ    ∞+ ∖  1   

 ∀ 𝑎, 𝑏 ϵ 1; +∞    ;   𝑎 ∗ 𝑏′𝜖  1; +∞  

,1  ٗغز٘زظ ٖٓ ٛزٙ اُٞػؼ٤خ إٔ  𝐼  صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح   ∗, ∞+ ∖  1  ,∗ .  

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏 ٝ 𝑐 صلاس ػ٘بطش ٖٓ أُغٔٞػخ 𝐼.  

 : ارا ًبٕ × رٞص٣ؼ٤ب ثبُ٘غجخ ُِوبٕٗٞ ∗٣ٌٕٞ 

٣lnؼ٢٘   𝑏 > 0  ٝ  ln 𝑎 >  :٣ؼ٢٘    0
𝑙𝑛 𝑎 

𝑙𝑛 𝑏 
> 0 

ٚ٘ٓ ٝ 𝑒
ln 𝑎 
ln 𝑏 > 𝑒 :ارٕ  1

ln 𝑎 
ln 𝑏  𝜖  1, +∞  

 
𝑎 ∗  𝑏 × 𝑐 =  𝑎 ∗ 𝑏 ×  𝑎 ∗ 𝑐 
 𝑎 × 𝑏 ∗ 𝑐 =  𝑎 ∗ 𝑐 ×  𝑏 ∗ 𝑐 

  

 أ 4 ∎

  رجبد٢ُ ٗغز٘زظ أُزغب٣ٝخ الأخشٟ∗ٝ ثٔب إٔ اُوبٕٗٞ 

  ∗ℝ عضء ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ ٖٓ 𝐼ُذ٣٘ب 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐼  

𝑥 :   ارٕ  × 𝑦−1  𝜖  𝐼    

   . ×,∗ℝ    صٓشح عضئ٤خ ٖٓ   ×,𝐼 ارٕ   

 .  عغْ رجبد٢ُ  ∗, ×, 𝐼 ٝ ثبُزب٢ُ  

𝑥:  ارٕ  > 𝑦  ص  0 > 𝑥:      أ١         :   ٝ ٓ٘ٚ   .  0 × 𝑦−1 > 0.    
𝑥

𝑦
> 0 

 أ 4  .× رٞص٣ؼ٢ ثبُ٘غجخ ُـ ∗: ٝ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ            

 :ثؼذ اُؾغبة عٞف رؾظَ ػ٠ِ اُ٘زبئظ اُزب٤ُخ 

𝐴2 =  
4 4 0

−4 −4 0
0 0 0

  𝐴3 =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

  ٝ 

𝐴:   ارٕ  × 𝐴−1 = 𝐴−1 × 𝐴 = 𝐼.   

  M3 (ℝ)      .               ك٢ أُغٔٞػخ           روجَ ٓوِٞثب 𝐴رلزشع إٔ 

  : ٢ٛ أُظلٞكخ 𝐼 ٛٞ ػشة أُظلٞكبد ٝ ×: ثؾ٤ش 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  

𝐴ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ   × 𝐴−1 = 𝐼    

𝐴3:    ٗؾظَ ػ٠ِ      ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزغب٣ٝخ ك٢  × 𝐴−1 = 𝐴2   

2 ∎ 

𝐴2 :ارٕ  =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

  

𝐴2 :ٝ ٛزا ر٘بهغ ٝاػؼ لإٔ   =  
4 4 0

−4 −4 0
0 0 0

  

  M3 (ℝ)      لا روجَ ٓوِٞثب ك٢ 𝐴ٝ ثبُزب٢ُ أُظلٞكخ 

٤ُ𝑥ٌٖ اُؼذد اُؼوذ١   + 𝒾𝑦 3:  عزسا ٓشثؼب ُِؼذد اُؼوذ١ + 4𝒾  

 : ك٢ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ ٗغذ 𝑥2ٗؼٞع 
4

𝑦2
−𝑦2 = 3 

𝑥2 :ٖٓ أُؼبدُخ اُضب٤ٗخ ٗؾظَ ػ٠ِ  =
4

𝑦2
 

 ( ن 3,5 ):   التمرين الثاني 

 ∎ 1 أ

𝑎 : ُذ٣٘ب  ∗  𝑏 × 𝑐 = 𝑒 ln 𝑎 .ln 𝑏×𝑐  

= 𝑒ln 𝑎 . ln 𝑏 +ln 𝑐   

= 𝑒ln 𝑎 .ln 𝑏 +ln 𝑎 ln 𝑐  

= 𝑒ln 𝑎 .ln 𝑏 × 𝑒ln 𝑎 .ln 𝑐  

=  𝑎 ∗ 𝑏 ×  𝑎 ∗ 𝑐  

𝑎 :ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  ∗ 𝑏′ = 𝑎 ∗  𝑒
1

ln 𝑏  

= 𝑒
ln 𝑎 .ln 𝑒

1
𝑙𝑛 𝑏 

 

= 𝑒
ln 𝑎 .

1
ln 𝑏  

= 𝑒
ln 𝑎 
ln 𝑏  

𝐼   اُٞػؼ٤خ اُز٢ ٗزٞكش ػ٤ِٜب ا٥ٕ ٢ٛ  ∖  .   صٓشح رجبد٤ُخ  ∗,  1 

  × رٞص٣ؼ٢ ثبُ٘غجخ ُِوبٕٗٞ ∗اُوبٕٗٞ : ٝ ثبُزب٢ُ 

1 ∎  𝐈𝐈  

 4 ب ∎

𝐼                ؽغت اُغئاٍ   : ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  ∖  أ 3 .  صٓشح رجبد٤ُخ  ∗,  1 

𝑥 :                  ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ  + 𝒾𝑦 2 = 3 + 4𝒾  

⟺      𝑥2 − 𝑦2 + 𝒾 2𝑥𝑦 = 3 + 4𝒾  

⟺       
𝑥2 − 𝑦2 = 3 

2𝑥𝑦 = 4
  

⟺       
𝑥2 − 𝑦2 = 3 

𝑥𝑦 = 2
  

𝑦4+3𝑦2 :٣ؼ٢٘  − 4 = 0 

𝐴−1 

𝐴2 
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𝑡:  ٗؼغ  = 𝑦2 ٗؾظَ ػ٠ِ       :𝑡2 + 3𝑡 − 4 = 0   

𝑡1ٛزٙ أُؼبدُخ روجَ اُؾ٤ِٖ      = 1    ٝ    𝑡2 = −4      

𝑦 ٣ٔذٗب ثـ  𝑡1اُؾَ  = 𝑦  أٝ  1− = 1.   

𝑦 ٣ٔذٗب ثـ  𝑡2ٝاُؾَ  = −2𝒾  ٝأ  𝑦 = 2𝒾.   

𝑦4:  ارٕ أُؼبدُخ  + 3𝑦2 − 4 = ٗؼٞع .   روجَ أسثؼخ ؽ0ٍِٞ

 . أُٞاكوخ𝑥 ك٢ اُ٘طٔخ لإ٣غبد ه٤ٔخ  𝑦ًَ ه٤ٔخ ُـ

 :ثؼذ رُي ٌٗزت اُغزٝس أُشثؼخ اُز٢ ؽظِ٘ب ػ٤ِٜب ٝ ٢ٛ 

3 :  ٝ ثبُزب٢ُ  + 4𝒾  ٣وجَ عزس٣ٖ ٓشثؼ٤ٖ كوؾ ٝ ٛٔب    :

 2 + 𝒾   ٝ   −2 − 𝒾 .   

 ∎ ب 1

∶ 𝐸 :    أُؼبدُخ ℂُ٘ؾَ ك٢  4𝑧2 − 10𝒾𝑧 − 7 − 𝒾 = 0.  

= ∆:      ٗغذ ∆ثؼذ ؽغبة ا٤ُٔٔض  4 3 + 4𝒾 .  

3 :  ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ             + 4𝒾  ٣وجَ عزس٣ٖ ٓشثؼ٤ٖ كوؾ  

2 :  ٝ ٛٔب  + 𝒾   ٝ   −2 − 𝒾 .   

 أ 1

= ∆:      ٗؾظَ ػ٠ِ                  ٗخزبس    2 2 + 𝒾  2.  

  ٚ٘ٓ ٝ 𝐸  ٖروجَ اُؾ٤ِ  𝑎 ٝ 𝑏 ًٔب ٢ِ٣ : 

3 ػ٘ذٓب ٗخزبس اُغزس أُشثغ اُضب٢ٗ ُـ   + 4𝒾 ٗؾظَ ػ٠ِ ٗلظ اُ٘ز٤غخ  . 

𝑎 = 𝒾 −
1

2
 ٝ 𝑏 =

3

2
𝒾 +

1

2
 

 ∎ أ 2

 :ارٕ 
𝑏 − 𝑎

0 − 𝑎
= 𝑒𝒾

𝜋
2  

  𝑂 ٓزغب١ٝ اُغبه٤ٖ ٝ هبئْ اُضا٣ٝخ ك٢ اُ٘وطخ 𝐴𝑂𝐵ٝ ثبُزب٢ُ أُضِش 

 أ 3 ∎

 𝐵 𝐷 :ُذ٣٘ب 
𝑅𝑐  

𝜋

2
  

𝑑 :       ارٕ ؽغت اُزؼش٣ق اُؼوذ١ ُِذٝسإ  − 𝑐 = 𝑒𝒾𝜋
2 𝑏 − 𝑐   

 ب 3 ∎

=      𝐷𝐿:       ارٕ ؽغت رؼش٣ق الإصاؽخ  𝐴𝑂        

𝑎 1 :ُذ٣٘ب  − 𝒾 =  𝒾 −
1

2
  1 − 𝒾  

= 𝒾 + 1 −
1

2
+

1

2
𝒾 

=
1

2
+

3

2
𝒾 

= 𝑏 

𝑥 :       ك٢ اُؾبُخ الأ٠ُٝ + 𝒾𝑦 = 2 + 𝒾.  

𝑥 :       ك٢ اُؾبُخ اُضب٤ٗخ + 𝒾𝑦 = −2 − 𝒾.  

𝑥 :       ك٢ اُؾبُخ اُضبُضخ + 𝒾𝑦 = −2 − 𝒾.  

𝑥 :       ك٢ اُؾبُخ اُشاثؼخ + 𝒾𝑦 = 2 + 𝒾.  

𝑦ارا ًبٕ   = 𝑥:      كبٕ 1 = 2    

𝑦ارا ًبٕ   = 𝑥:      كبٕ 1− = −2    

𝑦ارا ًبٕ   = 𝑥:      كبٕ 2 = −𝒾    

𝑦ارا ًبٕ   = 𝑥:      كبٕ 2− = 𝒾    

 :ُذ٣٘ب 
𝑏 − 𝑎

0 − 𝑎
= −

𝑏

𝑎
+ 1 

= − 1 − 𝒾 + 1 

= 𝒾 

= 𝑒𝒾
𝜋
2  

 ب 2 ∎

⟺      ℓ =  1 − 𝒾 𝑐 −
𝒾

2
− 1 

⟺       ℓ − 𝑑 =  0 − 𝑎  

⟺       ℓ +  𝒾 − 1 𝑐 +
3

2
−

1

2
𝒾 = −𝑎 

⟺      ℓ +  𝒾 − 1 𝑐 +
3

2
−

1

2
𝒾 =

1

2
− 𝒾 

𝐷 𝐿 
𝑇𝐴𝑂        

 :لدٌنا 

⟺      𝑑 = 𝑐 + 𝒾 𝑏 − 𝑐  

⟺      𝑑 = 𝑐 + 𝒾𝑏 − 𝒾𝑐 

⟺      𝑐 1 − 𝒾 = 𝑑 − 𝒾𝑏 

⟺      𝑐 1 − 𝒾 = 𝑑 − 𝒾  
3

2
𝒾 +

1

2
  

⟺      𝑐 1 − 𝒾 = 𝑑 +
3

2
−

𝒾

2
 

⟺      𝑐 =  
1

1 − 𝒾
 𝑑 +  

3
2 −

𝒾
2

1 − 𝒾
  

⟺      𝑐 =
1

2
 1 + 𝒾 𝑑 +  1 +

𝒾

2
  

⟺       

𝐴𝐵

𝐴𝑂
= 1                  

 𝐴𝐵      , 𝐴𝑂               
 ≡

𝜋

2
 2𝜋 

  

⟺       
𝐴𝐵 = 𝐴𝑂                  

 𝐴𝐵      , 𝐴𝑂                ≡
𝜋

2
 2𝜋 

  

 2 + 𝒾  
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 :ارٕ 
ℓ − 𝑐

𝑎 − 𝑐
=  𝒾 =  𝑒

𝒾𝜋
2  

Bezout    : 𝑛ٝ ثبُزب٢ُ ؽغت  ∧ 𝑝 = 1  

⟺       

𝐶𝐿

𝐶𝐴
= 1                  

 𝐶𝐴      , 𝐶𝐿              ≡
𝜋

2
 2𝜋 

  

  𝐶 ٓزغب١ٝ اُغبه٤ٖ ٝ هبئْ اُضا٣ٝخ ك٢ اُ٘وطخ 𝐴𝐿𝐶ٝ ثبُزب٢ُ أُضِش 

𝑚2:    ٗ٘طِن ارٕ ٖٓ اٌُزبثخ  + 1 ≡ 0 5   

⟺      5 ∕  𝑚2 + 1  

5ٝ ٗؼِْ إٔ        ∕  −5   

5:     ارٕ ؽغت اُخبط٤خ الأ٠ُٝ  ∕  𝑚2 + 1 − 5   

5:      ٣ؼ٢٘  ∕  𝑚 − 2  𝑚 + 2    

 : ػذد أ٢ُٝ كبٗٚ ؽغت اُخبط٤خ اُضب٤ٗخ 5ثٔب إٔ 

 :ٝ ٓ٘ٚ ؽغت اُخبط٤خ الأ٠ُٝ 

℞ك٢ أُغٔٞػخ   ,  𝑚 𝜖  2  ٌٗزت     ℞5 3     

    5  𝑚 − 5    أو     2 ∕  𝑚 + 2  

𝑝:   كبٕ 2 ػذد أ٢ُٝ ٝ ٣وغْ اُؼذد الأ٢ُٝ 𝑝ثٔب إٔ  = 2   

    5  𝑚 − 5    أو     2 ∕  𝑚 + 2 − 5  

𝑚     : ٣ؼ٢٘  ≡ 𝑚    أو    5 2 ≡ 3 5  

 ٌٖ٤ُ𝑝 ػذدا أ٤ُٝب . ٝ𝑘 ٝ 𝑛ٖػذد٣ٖ طؾ٤ؾ٤ٖ ؽج٤ؼ٤٤  

𝑛2:    ٗ٘طِن ارٕ ٖٓ اٌُزبثخ  + 1 ≡ 0 𝑝   

⟺    ∃𝑢𝜖℞   ∶   𝑛2  2𝑘+1 + 1 = 𝑝𝑢 

 ب 2 ∎

≡ 𝑛2  2k+1       أ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ  −1 𝑝  

⟺    ∃𝑢𝜖℞   ∶  𝑝𝑢 + 𝑛 −𝑛4𝑘 = 1 

 𝑣 

⟺    ∃ 𝑢, 𝑣 𝜖 ℞   ∶  𝑝𝑢 + 𝑛𝑣 = 1 

 ج ∎ 2

𝑛ٝ  . ػذد أ٢ُٝ 𝑝ُذ٣٘ب  ∧ 𝑝 = 1   

𝑝ٝ ٗؼِْ إٔ    = 4𝑘 + 𝑛2 2𝑘+1    :   ارٕ 3 ≡ 1 𝑝  

Fermat:    𝑛𝑝−1ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ   ≡ 1 𝑝  

 د 2 ∎

𝑛2:  ثؾ٤ش𝑛ثبعزؼٔبٍ اُجشٛبٕ ثبُخِق ٗلزشع ٝعٞد اُؼذد  + 1 ≡ 0 𝑝   

       :ارٕ 
 𝑛2 2𝑘+1 ≡ −1 𝑝 

 𝑛2 2𝑘+1 ≡ 1 𝑝 
      

 ٚ٘ٓ ٝ  :1 ≡ −1 𝑝     أ١  :𝑝 ∕ 2   

4𝑘 ٣ؾون   𝑘ٝ ٛزا ٓغزؾ٤َ لأٗٚ لا ٝعٞد ُؼذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢  + 3 = 2   

𝑛2:   ٣ؾون 𝑛ٝ ثبُزب٢ُ لا ٝعٞد ُؼذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢  + 1 ≡ 0 𝑝    

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثالث 

1 ∎ 

ℓ − 𝑐

𝑎 − 𝑐
=

 1 − 𝒾 𝑐 − 1 −
𝒾
2

− 𝑐

𝒾 −
1
2

− 𝒸
 :ُذ٣٘ب  

=
−𝒾𝑐 − 1 −

𝒾
2

𝒾 −
1
2 − 𝒸

 =
𝒾  −𝑐 + 𝒾 −

1
2
 

𝒾 −
1
2 − 𝒸

  =   𝒾 

 ج 3 ∎

       :ثزؼج٤ش آخش 
𝑝 𝜖 ℙ
𝑝 ∕ 𝑎𝑏

     ⟹     𝑝 𝑎   أو   𝑝 ∕ 𝑏  

 : ك٢ اُجذا٣خ ٝعت اُزز٤ًش ثخبط٤ز٤ٖ ٛبٓز٤ٖ 

       :ثزؼج٤ش آخش 
𝑎 ∕ 𝑏
𝑎 ∕ 𝑐

     ⟹   ∀𝑢, 𝑣 𝜖 ℞ : 𝑎  𝑢𝑏 + 𝑣𝑐   

 كبٗٚ ٣وغْ 𝑏 ٝ 𝑐 ٣وغْ 𝑎 ، ارا ًبٕ ℞ك٢  :اُخبط٤خ الأ٠ُٝ 

𝑢𝑏  :ًَ رؤ٤ُلخ خط٤خ ُٜٔب + 𝑣𝑐 . 

 (un premier qui divise un produit)اُخبط٤خ اُضب٤ٗخ  

ًَ ػذد أ٢ُٝ ٣وغْ عذاء ػذد٣ٖ كبٗٚ  :

 .ثبُؼشٝسح ٣وغْ أؽذٛٔب

⟺      𝑛2 ≡ −1 𝑝  

⟺       𝑛2  عدد فردي ≡   𝑝  عدد فردي  1− 

⟺       𝑛2  2k+1 ≡ −1 𝑝  

 ∎ أ 2
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 :ٗؼِْ إٔ 
𝑒𝑥

𝑥
 +∞ 

+∞ 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

4𝑥𝑒−𝑥2
=  𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
 

4

𝑥
 ×

1

 
𝑒𝑥2

𝑥2  

 

𝑥2 = 𝑡 ٗؼغ: 

𝑙𝑖𝑚  :ارٕ اُٜ٘ب٣خ رظجؼ 
𝑡→+∞

 
4

 𝑡
 ×

1

 
𝑒𝑡

𝑡
 

= 0 

∎ 2 
𝑓  :ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 = 4𝑒−𝑥2

+  4𝑥  −2𝑥𝑒−𝑥2
  

=  1 − 2𝑥2  4𝑒−𝑥2
  

4𝑒−𝑥2:  ثٔب إٔ 
> 𝑓  كبٕ اشبسح 0 ′ (𝑥) 1 رزؼِن كوؾ ثبشبسح − 2𝑥2   

 :ٝ ِٗخض اُ٘زبئظ ك٢ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

𝑓  كبٕ                 :  ارا ًبٕ  ′ 𝑥 = 0.   𝑥 =
 2

2
 

𝑓  كبٕ                 :  ارا ًبٕ  ′ 𝑥 < 0.   𝑥 >
 2

2
 

𝑓  كبٕ                 :  ارا ًبٕ  ′ 𝑥 > 0.   𝑥 <
 2

2
 

 2

2
 𝑥 

2 2

 𝑒
 

0 +∞ 

0 0 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 0 − 

∎ 3 

𝓞 𝓲 

𝓳 

C         

 2

2
 

2 2

 𝑒
 

𝑒−𝑥2 :    لاؽع إٔ 
 
′

= −2𝑥𝑒−𝑥2
  

𝑒−𝑥2 2−:      ٣ؼ٢٘ 
 
′

= 4𝑥𝑒−𝑥2
   

=  𝒾 :  ثٔب إٔ   𝒿  = 2𝑐𝑚  1 2  كبٕ اُؼذد−𝑒−1   

    ٣2𝑢𝑛𝑖𝑡é𝑠 1𝑢𝑛𝑖𝑡é−𝑒−1𝑢𝑛𝑖𝑡éؼ٢٘ ك٢ اُٞاهغ  

 الجزء الثاني

 ∎ أ 1

 ٌٖ٤ُ𝑥 1 ػذدا ؽو٤و٤ب أًجش ٖٓ أٝ ٣غب١ٝ 

𝑥 لإٔ اُذاُخ    → 𝑒𝑥 رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ ℝ   

 ب 1 ∎

𝑥∀ :  ُذ٣٘ب  > 1 ∶   0 < 𝑒−𝑥2
< 𝑒−𝑥 

𝑥∀ :  ارٕ  > 1 ∶   0 < 4𝑥𝑛𝑒−𝑥2
< 4𝑥𝑛𝑒−𝑥 

 : ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب 

lim :ث٘لظ اُطش٣وخ ٗج٤ٖ إٔ 
𝑥→+∞

𝑥𝑛𝑒−𝑥2
=  0 

𝑥∀ :  ارٕ  > 1 ∶   0 < 4𝑥𝑛𝑒−𝑥2
< 4𝑥𝑛𝑒−𝑥 

+∞ +∞ +∞ 

0 0 0 

 ∆ ∶ 𝑦 = 4𝑥  ٓغ :٣ؼ٢٘      𝑥 ≥ 0  

         C :   ٢ٛ 𝒪   ك٢ اُ٘وطخ       ٓؼبدُخ أُٔبط ُـ  

 ∆ ∶ 𝑦 = 𝑓 ′ 0  𝑥 − 0 + 𝑓(0) 

 ( ن 6,25 ):   التمرين الرابع 

∎ 1 

lim
𝑥→+∞

𝑥𝑛𝑒−𝑥 =  𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥𝑛𝑒
−𝑛𝑥
𝑛 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
 𝑥𝑒

−𝑥
𝑛  

𝑛

 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑢→−∞

𝑢=−
𝑥
𝑛

 −𝑛𝑢𝑒𝑢 𝑛 = 0 

0 

−∞ 

𝑥 :ُذ٣٘ب  > 1  ⟹   𝑥2 > 𝑥 

⟹  −𝑥2 < −𝑥 

⟹  𝑒−𝑥2
< 𝑒−𝑥  

4𝑥𝑒−𝑥2  :       ارٕ 
𝑑𝑥

1

0

=  −2 𝑒−𝑥2
 

0

1
 

=  −2 𝑒−1 − 1  

=  2 1−𝑒−1 = 𝑎 

1𝑢𝑛𝑖𝑡é:  ك٢ ٛزا اُزٔش٣ٖ ُذ٣٘ب  = 2𝑐𝑚   ٕار  𝑎 = 8 1−𝑒−1  𝑐𝑚2  

 :  روبط ثبعزؼٔبٍ اُزٌبَٓ اُزب٢ُ 𝑆ٓغبؽخ اُؾ٤ض 

 𝑆 =  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0

 

4 ∎ 

 ٚ٘ٓ ٝ : lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛(𝑥) =  0 
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𝑓𝑛  :ُذ٣٘ب 
′ 𝑥 = 4𝑒−𝑥2

𝑥𝑛−1 𝑛 − 2𝑥2  

4𝑒−𝑥2ثٔب إٔ   
𝑥𝑛−1 >               كبٕ اشبسح  0

𝑛رزؼِن كوؾ ثبشبسح   − 2𝑥2   

 :ٝ ِٗخض اُ٘زبئظ ك٢ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

0 

 
𝑛

2
 𝑥 0 +∞ 

0 

𝑓𝑛  

+ 𝑓𝑛
′ (𝑥) 0 − 

𝑓𝑛   
𝑛

2
  

∎ 3 

   𝑓𝑛ُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ  

 𝑓𝑛  ٍ0  داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ أُغب,  
𝑛

2
    

⊃ 0,1 ُ٘ج٤ٖ إٔ    0,
 𝑛

 2
     

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ 0   ارٕ   0,1  ػ٘ظشا ≤ 𝑥 ≤ 1   

 ٚ٘ٓ ٝ :0 ≤ 𝑥2 ≤ 1 

0:   ٗؼِْ إٔ  ≤ 2 ≤ 𝑛  

0:  ٗؼشة ٛبر٤ٖ أُزلبٝرز٤ٖ ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ  ≤ 2𝑥2 ≤ 1   

0:  ارٕ  ≤ 𝑥 ≤
 𝑛

 2
⊃ 0,1 :    ٝ ٓ٘ٚ ٗغز٘زظ إٔ   0,

 𝑛

 2
  

,0  ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛ثٔب إٔ 
 𝑛

2
⊃ 0,1   ٝ ُذ٣٘ب     0,

 𝑛

 2
    

     0,1  ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛: ارٕ 

,0  ٗؾٞ طٞسرٚ    0,1  روبثَ 𝑓𝑛ٖٓ: ٝ ثبُزب٢ُ 
4

𝑒
    

= 𝑔𝑛 𝑥:   ٗؼغ  𝑓𝑛 𝑥 − 1  

 ع٤ٔغ اُ٘زبئظ أُؾظَ ػ٤ِٜب ُؾذ ا٥ٕ رخٍٞ ُ٘ب اعزؼٔبٍ ٓجشٛ٘خ اُو٤ْ اُٞع٤ط٤خ    

 1 ٝ 0 ٓؾظٞس ث٤ٖ ٣𝑢𝑛ٞعذ ػذد ؽو٤و٢ ٝؽ٤ذ : ٝ ثبُزب٢ُ 

= 𝑔𝑛 𝑢𝑛 :ٝ ٣ؾون  0  

= 𝑓𝑛 𝑥أُؼبدُخ  : أٝ ثزؼج٤ش آخش     0,1  ٖٓ أُغبٍ  𝑢𝑛  روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا 1

 أ ∎ 4 .

= 𝑓𝑛 𝑥  :ُذ٣٘ب  4𝑥𝑛𝑒−𝑥2
 

 ∎ 4 ب

   . 0,1  داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛ُذ٣٘ب 

𝑢𝑛:  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  <    𝑢𝑛𝜖 0,1  لإٔ   1

3  ٝ  :𝑓𝑛+1 𝑢𝑛+1 =    ؽغت اُغئا1ٍ

 (  0,1 ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  )  روبثَ 𝑓𝑛+1ٝ ثٔب إٔ  

𝑢𝑛:   كبٕ  < 𝑢𝑛+1 

  ٚ٘ٓ ٝ 𝑢𝑛 𝑛 ثٔب أٜٗب ٌٓجٞسح .   ٓززب٤ُخ رضا٣ذ٣خ ٝ

𝑢𝑛  ) 1ثبُؼذد  <  كبٜٗب ٓزوبسثخ (  1

> 𝑓𝑛+1 𝑢𝑛:    ارٕ  𝑓𝑛+1 𝑢𝑛+1  

= 𝑓𝑛+1 𝑢𝑛:    لإٔ  𝑢𝑛 ٍأ 4    ؽغت اُغئا 

 ∎ 5 أ

0:  ُذ٣٘ب  < 𝑢𝑛 < 0:    ارٕ 1 < lim∞ 𝑢𝑛 ≤ 1   

 ٚ٘ٓ ٝ  :0 < ℓ ≤ 1   

 ٌٓجٞسح ٝ رضا٣ذ٣خ ارٕ ٣غزؾ٤َ إٔ رٌٕٞ ٜٗب٣زٜب اُظلش 𝑢𝑛 𝑛 أُززب٤ُخ 

0ٝ ٛزا ٓب ٣جشس اٌُزبثخ   < ℓ ≤ ٝ ٛزٙ اُٜ٘ب٣خ ٣ٌٖٔ إٔ رغب١ٝ   . 1

ٝ ك٢ ٛزٙ اُؾبُخ ٗوٍٞ ثؤٕ .  اُز١ ٤ُظ ه٤ٔخ ٖٓ ه٤ٜٔب لأٜٗب رضا٣ذ٣خ 1

𝑢𝑛  ٓؾذ ػ١ِٞ ُِٔغٔٞػخ  1اُؼذد   , 𝑛 ≥ 2 .   

 5 ب ∎

  :ُذ٣٘ب 
0 < 𝑢𝑛 < 1

0 <  𝑢𝑛 2 < 1
  

⟹     1 < 𝑒 𝑢𝑛  2
< 𝑒 

𝑓 𝑢𝑛 =  :ٗؼِْ إٔ  1

𝑢𝑛 𝑛𝑒− 𝑢𝑛 4 :٣ؼ٢٘   2
= 1 

. 𝑔𝑛 0  : ُذ٣٘ب  𝑔𝑛 1 =  𝑓𝑛 0 − 1  𝑓𝑛 1 − 1  

 =  0 − 1  
4

𝑒
− 1  

 ≈ −0,47 < 0 

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→0

𝑓𝑛(𝑥) =  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

4𝑥𝑛𝑒−𝑥2
= 0 

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛(𝑥) =  0 

𝑓𝑛  كبٕ                 :  ارا ًبٕ 
′ 𝑥 = 0.   𝑥 =  

𝑛

2
 

𝑓𝑛  كبٕ                 :  ارا ًبٕ 
′ 𝑥 < 0.   𝑥 >  

𝑛

2
 

𝑓𝑛  كبٕ                 :  ارا ًبٕ 
′ 𝑥 > 0.   𝑥 <  

𝑛

2
 

2 ∎ 

 ⟹    𝑓𝑛+1 𝑥 = 4𝑥𝑛+1𝑒−𝑥2
 

 ⟹    𝑓𝑛+1 𝑥 = 𝑥 4𝑥𝑛𝑒−𝑥2
  

 ⟹    𝑓𝑛+1 𝑥 = 𝑥𝑓𝑛 𝑥  

 ٚ٘ٓ ٝ:     𝑓𝑛+1 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛 . 𝑓𝑛 𝑢𝑛  

= 𝑓𝑛 𝑢𝑛    3 .ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ   1 

= 𝑓𝑛+1 𝑢𝑛     :ارٕ  𝑢𝑛 . 1 = 𝑢𝑛  

𝑓𝑛
′ 𝑥  
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 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑒 𝑢𝑛  2
= 4 𝑢𝑛 𝑛  

1     :ٗ٘طِن ٖٓ  < 𝑒 𝑢𝑛  2
< 𝑒 

1     : ارٕ  < 4 𝑢𝑛 𝑛 < 𝑒 

 ∎ 5 ج

      
− ln 4

𝑛
< ln 𝑢𝑛 <

1

𝑛
−

ln 4

𝑛
 :ثٔب إٔ  

+∞ +∞ 

0 0 

lim
𝑛∞

ln 𝑢𝑛 =  : ارٕ ثبُؼشٝسح  0

 ٚ٘ٓ ٝ : lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 = lim
𝑛∞

𝑒ln 𝑢𝑛  = 𝑒0 = 1 

= 𝐹 −𝑥 : ُذ٣٘ب   
1

ln 1 + 𝑡2 

−2𝑥

−𝑥

𝑑𝑡 

𝑦:  ٗؼغ  = −𝑡   ٕار  𝑑𝑦 = −𝑑𝑡   

 ن 3,75 ):   التمرين الخامس 

) 1 ∎ 

 ∎ 2 ب

𝐹(𝑥) :ُذ٣٘ب  = −𝜑 𝑥 + 𝜑 2𝑥  

𝑥اُذاُخ   → 𝜑(𝑥) هبثِخ ُلإشزوبم  . 

𝑥: ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  → 𝜑 2𝑥  داُخ هبثِخ ُلإشزوبم لأٜٗب 

 ٓشًت داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم

 . هبثِخ ُلإشزوبم لأٜٗب ٓغٔٞع داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم𝐹ٝ ثبُزب٢ُ 

𝑥:  ُذ٣٘ب  > 0   

1:  ارٕ  + 𝑥2 > 1   ٝ  1 + 4𝑥2 > 1   

 ٚ٘ٓ ٝ   :ln 1 + 4𝑥2  . ln 1 + 𝑥2 > 0   

  𝜑(𝑥)   داُخ ٓزظِخ ارٕ روجَ داُخ أط٤ِخ ٝ ٢ٛ                     لإٔ
1

ln 1 + 𝑥2 
 

= 𝜑′ 𝑥 :ٝ ُذ٣٘ب 
1

ln 1 + 𝑥2 
 

 2 ج ∎

′𝐹ٝ ثبُزب٢ُ اشبسح   (𝑥) رزؼِن كوؾ ثبشبسح  : 𝑙𝑛  
𝑥4 + 2𝑥2 + 1

1 + 4𝑥2   

 ٌٖ٤ُ  :𝑥 > 0   

= 𝐹 𝑥 :ُذ٣٘ب   
1

ln 1 + 𝑡2 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

=  
1

ln 1 + 𝑡2 

1

𝑥

𝑑𝑡 +  
1

𝑙𝑛 1 + 𝑡2 

2𝑥

1

𝑑𝑡 

 ∎ أ 2

= −𝐹 𝑥  

𝐹 −𝑥 =  
−1

ln 1 + 𝑦2 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑦 

= − 
1

ln 1 + 𝑦2 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑦 

 .  داُخ كشد٣خ F: ارٕ 

𝑡:  ارا ًبٕ  = −𝑥  ٕكب  𝑦 = 𝑥.   

𝑡:  ارا ًبٕ  = −2𝑥  ٕكب  𝑦 = 2𝑥.   

+ℝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑙𝑛ٗؼِْ إٔ اُذاُخ 
 :  ارٕ ∗

    0 < ln 4 𝑢𝑛 𝑛 < 1 

  ⟺     0 < ln 4 + 𝑛 ln 𝑢𝑛 < 1 

  ⟺     
− ln 4

𝑛
< ln 𝑢𝑛 <

1

𝑛
−

ln 4

𝑛
 

ℓ: ٝ ثبُزب٢ُ  = 1 

𝑙𝑛 : ُ٘ؾَ أُؼبدُخ   
𝑥4 + 2𝑥2 + 1

1 + 4𝑥2  = 0 

⟺      
𝑥4 + 2𝑥2 + 1

1 + 4𝑥2
= 1 

⟺      𝑥4 + 2𝑥2 + 1 = 1 + 4𝑥2 

⟺      𝑥4 − 2𝑥2 = 0 

⟺      𝑥2 𝑥2 − 2 = 0 

⟺      𝑥 = 𝑥  أو  0 = 𝑥  أو  2  = − 2   

𝐹′(𝑥) :ارٕ  = −𝜑′ 𝑥 + 2𝜑′ 2𝑥  

=
−1

𝑙𝑛  1 + 𝑥2 
+

2

𝑙𝑛  1 + 4𝑥2 
 

=
2 ln 1 + 𝑥2 − ln 1 + 4x2 

ln 1 + 4𝑥2  . ln 1 + 𝑥2 
 

=
ln  1 + 𝑥2 2 − ln 1 + 4x2 

ln 1 + 4𝑥2  . ln 1 + 𝑥2 
 

=
ln  

𝑥4 + 2𝑥2 + 1
1 + 4𝑥2  

ln 1 + 4𝑥2  . ln 1 + 𝑥2 
 

= − 
1

ln 1 + 𝑡2 

𝑥

1

𝑑𝑡 +  
1

𝑙𝑛 1 + 𝑡2 

2𝑥

1

𝑑𝑡 

= −𝜑 𝑥 + 𝜑 2𝑥  
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,0  ػ٠ِ أُغبٍ  𝐹ٗؾٖ ثظذد دساعخ رـ٤شاد اُذاُخ  +∞    

𝑥ارٕ عٞف ٜٗزْ ثبُؾبُخ   =  .  كوؾ2 

𝑥ارا ًبٕ    = 𝑥2 𝑥2  كبٕ   2  − 2 > 0  

 ٚ٘ٓ ٝ :      
𝑥4 + 2𝑥2 + 1

1 + 4𝑥2
> 1 

𝑙𝑛  
𝑥4 + 2𝑥2 + 1

1 + 4𝑥2  >  :٣ؼ٢٘  0

𝐹′ 𝑥 >  :ارٕ  0

,2   رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  ٣𝐹ؼ٢٘  +∞ :   

,0  ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ أُغبٍ  𝐹ك٢ اُؾبُخ الأخشٟ ٗغذ إٔ   2 .   

 أ 3 ∎

  ٌٖ٤ُ𝑥 > 2𝑥  ارٕ   0 > 0  

 ٚ٘ٓ ٝ   : 𝑥, 2𝑥 ⊂  0, +∞    

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝜑ٝ ثٔب إٔ  +∞ .   

,𝑥 :    ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝜑كبٕ   2𝑥    

 :ٝ ٓ٘ٚ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ 

 ب ∎ 3

 3 ∎ د

,0  داُخ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ  𝐹ُذ٣٘ب   2    

  ٗغز٘زظ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُو٤ْ اُٞع٤ط٤خ ٝعٞد ؽَ ٝؽ٤ذ  4  ٝ  3 ٖٓ 

= 𝐺 𝑥ُِٔؼبدُخ   = 𝐹 𝑥  أٝ أُؼبدُخ  0 𝑥  ٍ0   ك٢ أُغب,  2 .   

 ∃𝑐𝜖 𝑥, 2𝑥  ∶  
𝜑 2𝑥 − 𝜑 𝑥 

2𝑥 − 𝑥
= 𝜑′ 𝑐  

,𝑐𝜖 𝑥∃  :٣ؼ٢٘  2𝑥  ∶  𝜑 2𝑥 − 𝜑 𝑥 = 𝑥𝜑′ 𝑐  

0 أ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ  < 𝑥 < 𝑐 < 2𝑥 

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝑥

ln 1 + 𝑥2 
= +∞ 

lim  :٣ٌل٢ إٔ ٗغزؼَٔ 
𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥
= 0  

lim :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي
𝑥→+∞

𝑥

ln 1 + 4𝑥2 
= +∞ 

𝐹(𝑥) ب ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ  <
𝑥

ln 1 + 𝑥2 
 

𝑒  :ٝ ُذ٣٘ب  − 1 ≈ 1,31 > 0 

𝐹  𝑒 :ارٕ  − 1 <
 𝑒 − 1

ln 1 +  𝑒 − 1  
 

   :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي
𝑥

ln 1 + 4𝑥2 
< 𝐹(𝑥) ٝ 

 𝑒 − 1

2
≈ 0,65 > 0 

= 𝐺′ 𝑥 :لإٔ  𝐹′ 𝑥 − 1 < 0 

lim  :ارٕ 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = +∞  

𝐹(𝑥) :٣ؼ٢٘  =
𝑥

ln 1 + 𝑐2 
 

⟹   0 < 𝑥2 < 𝑐2 < 4𝑥2 

⟹   0 < ln 1 + 𝑥2 < ln 1 + 𝑐2 < ln 1 + 4𝑥2  

⟹   
1

ln 1 + 4𝑥2 
<

1

ln 1 + 𝑐2 
<

1

ln 1 + 𝑥2 
 

⟹   
𝑥

ln 1 + 4𝑥2 
<

𝑥

ln 1 + 𝑐2 
<

𝑥

ln 1 + 𝑥2 
 

⟹   
𝑥

ln 1 + 4𝑥2 
< 𝐹(𝑥) <

𝑥

ln 1 + 𝑥2 
 

,0  داُخ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ   𝐺ارٕ   2    4  

𝐺 : ٗغز٘زظ  2 ٝ  1  ٖٓ  
 𝑒 − 1

2
 . 𝐺  𝑒 − 1 < 0  3  

𝐹  𝑒 :٣ؼ٢٘  − 1 <  𝑒 − 1  1  

lim  :ٝ ث٘لظ اُطش٣وخ ٝ ثبعزؼٔبٍ اُٜ٘ب٣خ 
𝑥→0+

ln 𝑥

𝑥
= −∞  

ٝ  lim
𝑥→+∞

𝐹(𝑥)

𝑥
= lim  :ٗغذ   0

𝑥→0+
𝐹(𝑥) = +∞  

 ج ∎ 3

 ب ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ 

  
𝑥

ln 1 + 4𝑥2 
< 𝐹(𝑥) <

𝑥

ln 1 + 𝑥2 
 

𝐹  :ارٕ   
 𝑒 − 1

2
 >

 𝑒 − 1
2

ln  1 +
4 𝑒 − 1 

4  
 

𝐹 :٣ؼ٢٘   
 𝑒 − 1

2
 >

 𝑒 − 1

2
  2  

= 𝐺 𝑥 :ٗؼغ   𝐹 𝑥 − 𝑥 




