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On se propose dans cet exercice d'utiliser uniquement la dérivation de vecteurs pour déterminer les vitesses ou
accél érations des points des solides.

Soit une cerceau (1) de centre £, et de rayon & se déplacant dans e plan (‘1 % jn) et restant au contact de I'axe

I[D, %) . Le point de contact al'instant considéré entre |e cerceau et I'axe est le point coincident A. On lie le repére

R (G 5.5 ) aucerceau . L'axe (. % ) est repéré (0).
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. ontrer gue laposition du cerceau dans le plan r-h r-hljl 3nen e deux parameétres.On prendra * = -+net
(@™ que la position d dansleplan (. %, %, ) dépend de deux p On prendra x = OC, %

ﬁ=(ﬂiﬁ—ﬂ:fl) .

Déterminer a vitesse du point A appartenant au cerceau (1) par rapport a & [ O, %y, 0% 1 ¥ ([ A€1/0)
Déterminer lavitesse du point coincident A entre (1) et (0) par rapport a & [ &, %y, 3% 1 : F( A 0]

Quelle est I'accélération du point A appartenant au cerceau (1) par rapport a %, [, %, 5, 1: T (A€ 1/0) 2

On rajoute & présent un autre cerceau (2) de centre £ et derayon 7 (avec # < &) al'intérieur du cerceau (1) . On

suppose qu'atout moment il y a contact entre les deux cerceaux. Le point de contact entre les deux cerceaux est noté B.
Onlielerepere R, ('ﬂ'z: %:ﬁz) au cerceau (2).
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Montrer que I'introduction de ce nouveau cerceau nécessite deux nouveaux parametres pour I'étude cinématique.

On prmdraﬁ':(ﬁiﬂ) : ﬁz(‘jzg,fz) VOB =RAEaV=2na

Déterminer la vitesse du point coincident B par rapport a &g { &, %55 1 - LT?[E" f0)

—+

Déterminer lavitesse du point B appartenant & (1) par rapport a By [ &, %y, % ) ¥ (B €1/ 0)
Déterminer la vitesse du point B appartenant & (2) par rapport a8y (O, %y, % ) : f}[ﬁ' € 2/0)
Déterminer lavitesse du point B appartenant & (2) par rapport (1) : f}[ﬁ' € 211
Déterminer la vitesse du point coincident B par rapport & & (O %3 ) P?[Bf 1)

Déterminer lavitesse du point coincident B par rapport a & ( Gy, % % ) - {81 2)

Déterminer |'accélération de B appartenant & (2) par rapport a &y [‘5’, 3.0

TSD|utiDﬂ;

Dans le cas d'un probleme de cinématique plane les vitesses des points des solides n‘ont pas de composante

suivant une direction perpendiculaire au plan de glissement des solides (ici Z ) ) .Le solide (1) est normalement

positionné par trois paramétres indépendants par rapport a £ ( C,%.5% ) . On choisit normalement un point (Le centre



géométrique -4 du cerceau ; tel que O =x5+35 ) et un angle polaire traduisant la mobilité en rotation de |a base
B [ 551, .:Tfl) liée & (1) par rapport alabase £, (fu,ﬁu) . Le contact de (1) avec I'axe('fj, %) crée desrelations
géomeétriques.

Larelation géométrique de contact est telle que OO Fy =ctz =R ce qui entraine ¥ = £ 11 reste alors deux parametres

pour positionner (1) par rapport a (0).

Pour déterminer La vitesse du point A appartenant au cerceau par rapport & & ['5', %o Jh ) , commengons par

paramétrer entre-elles les bases &, { %, 31 ) et By (X5, 5 )

- - - A,z oo
E'D (xl:” I':."'D.. ED} {'-'.l I:I} }E‘ (5

Il est intéressant dans ce genre de probléme de re-paramétrer les angles de facon atravailler avec un angle orienté
T

positivement (sens trigo positif) et compris entre U et 5 Dans ce cas de figure I'angle proposé est A . L'étude est réalisée
T B .
avec A et il suffit dans le résultat final de remplacer A par £ - - Apar £

Pour déterminer maintenant ¥ {4 € 1/ 0 il faut utiliser des fonctions vectorielles faisant apparaitre les parameétres de

position du solide (1) par rapport au solide (0). On peut utiliser différentes techniques :
. 404

* Utilisons dans un premier temps la dérivée du vecteur position : V'{ﬂ e lf U) = —J

By

- 404 400 + Oy A 200, 400 A
"’"“E”“):?J =%J - .;IJ * a”
R R R Ry
%] +OAnlhn
R



—_—

. . dOjA — . -
F(Aell0) = &5 +T§:J +Q Anllyy = 2% - RIg n[-45)
A

0

On trouve donc IﬁliﬂEl.l"D:]= (I'l‘Ri:I}EU =|[I+Rﬁ):‘%

* Laseconde méthode consiste a utiliser I'expression de la vitesse généralisée. Le solide (1) est positionné par rapport a
(0) par les paramétres % et A . L'expression de la vitesse seradonc :

804 B BOA 8 (ﬁ+@_ a(ﬁﬁﬂ)_i

7 (A4e1/0)= i+
ERCEAER o A

. o0 oA - AxE +R7, A -

Flae1/0)= 299 ;04 5 (2% +K%) ., 9G4 ;
P a ax i

A ce stade, il ne faut pas remplacer &4 par — £. ¥ car le vecteur £ 4 | liéen propre a(1) , est une fonction vectorielle

dépendant de A . L'erreur serait de confondre €14 lié a (1) avec 44 coincident du repére & [ O, %, 3, )

- L I Glﬂ
On adonclT"r[i‘EIE ”U) = A AT R-T A car la dérivée du vecteur unltalre? lié & (1), par rapport & 4 , nous
'\«_\,—.-_"
~7

'-IFE- —
donne le vecteur perpendiculairea + = qui est —; .

2
On trouve donc: | (A €1/0)= [I—"‘R-i:l-fu = [?—f"‘ Rﬁj?’ﬁ

* Laderniére méthode nécessite |'utilisation des composantes d'un point quelconque M de (1) tel que OM = RX) Ona

dors OM = 00 +OM =X +y. 3+ R% = (x+ Reos A). % +({ »+Rsin A).5, . Si I'on cherche lavitesse de ce
point par rapport a %y (C, %% ), ona:

F(Meli0)= d(DQ;qM) _ ‘f[(“h@”)-fj(ﬁ Rsini)-ﬁu)}
i X + .

On trouve donc LT?ICM el U) = I[ff— RA.sin j—)-fu + I[R-i- COSE-:I Ju.Le point A du cerceau est positionné par |'angle

T
A= 3-5 . Lavitesse de ce point appartenant a (1) seradonc :

FlAelr0)= [x'—R;r'.. sin [3%]]% +[E.ﬁ;ms 3%]}5},

etdonc [V (Ael/0)=(x+RA)F =(x+Rf) %




Nota: A partir de larelation sur le champ des vecteurs vitesses d'un solide, on obtient directement :

FlAc1/0) = F (o e1/0)+ A0, AL
(E ) [15 ) ) AL

—_— - i 4
EYa) ] Rypndi,
ot %

etdonc |7 (A €l/0)= 2% +R A%, =(2+R f) 5

(1.2 ) Lavitesse du point géométrique coincident est déterminée par :
(A0 =—dj“1} =—‘f?} = i7
¢ B ¢ By

Onadonc:
V(AI0) = 15,

(T&) |'accdlération T (Ae1/0) du point A appartenant au cerceau par rapport a Fo [ O, %y, ¥ ) est :

2 i in i) 7 dl[i-Risni) % +[R A cos i)
f'(MElf[])zd ((I+Rmsi)-?ﬁj(.}’+ﬂs1ni:l.}’u:| _ ((x 5111 jl;q; ( CoOs )J’n)
: 5

On trouve donc :
(M e1/0)=(#- R4 sni+icos 1)) % +( R[4 cost— 4" sin 1)) 5

3%

z
T{Ae1/0)=(x+RA) H+(RA) Fetdonc [T{Ac1/0) =[5+ RF) % +(R %) 5,

Dansle cas A4 = , Nous pouvons déterminer |'accé ération du point A :

(2.1 ) e nouveau cerceau introduit normalement trois paramétres supplémentaires de position. On peut prendre par
exemple la position du centre géométrique =% du cerceau (2) telle que 00y = 2. % +¥2 p etun angle polaire & liga
larotation du cerceau (2) dansle plan ['53 % =.:_‘;u) . Commeil existe un obstacle(le cerceau (1)) vis avis du déplacement

de (2) dansleplan [D, A ) , il existe une relation géomeétrique entre les différents parameétres de position des deux

cerceaux. Cette relation est : HOlOz H =cle= R—-r= J(?’g - )2 +[J’2 - R)E . Le systéme est donc a quatre degrés de

liberté, car sur les cing paramétres introduits pour positionner les cerceaux par rapport au repére £ [D, Xy, 5 ) , du fait

de cette derniére relation, il n'y en a que quatre de libres. Parmi les différentes possibilités offertes de choix de
paramétrage, on retient le paramétrage suivant : %. /7 pour (1) et & , & pour (2) .

(2.2 ) Pour déterminer la vitesse du point coincident B, dérivons le vecteur position C'5
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# o0, CE)  d(xE,+RF *
7 (210y= 90 =.:f.r:wolJ +cfileJ d(xF, _yu)J +‘m‘”]
&y By R Ry

et l'on trowve donc |V (B/0) =%, +R &Y

&t i

(2.3 ) Pour déterminer LT?(E" €1/0), utilisons le travail déja réalisé pour f}[ﬂflm) . Laposition du point B est

T T o . S - - -
définie par A 235 +& 25—5 . En utilisant F[ME lJ'ID:]= (I— R.,l.sm.ljl.x,:&(E..l.cosi).yn pour cette valeur

onobtient: ¥ (B €1/ 0)=(£+R A cos8).% +( RA.sin@). %, = 2% + RAY  onadonc

V(Bell0)=x% +RAT ce qui entraine

V(Beli0)=2% +R GV

Nota: letravail est bien-sir plus simple en utilisant : I’?[B = ”D) = E':F[C)l = ”D)"‘Bqﬂﬁm :

(24 pour déterminer ¥ (B € 2/ 0) | utilisons un nouveau paramétre ¥ qui paramétre |a rotation du repére

.. .. T A
Rg'['ij'g,x;,h)parrapportaurepéreRﬂ[D,xu,yu).Ona§+}’=‘9+ﬂicequidonne}’=*9+ﬂf

|:L.I‘-I"‘L el ED _:l - - -
(84+ce,Zg ) '

Dans ces conditions on a pour tout point M lié a (2) et tel que O, =r7y

.:1‘(-:’3'01 +0,0, +0,M |
dt

F(Me2/0)=

&

d(xE +y Py +(R—r)FE+r %)

- it

=i% +H[R-r) 85 +ry 3
&
T

- A - T
avec Yz = —sin ¥. 3 +205 ¥y . Pour laposition B, &= U et donc ¥ = 3-5"“9 =& - 5 ; ce qui nous donne



» =cos8 3 +sind 3 =V | En utilisant ces constatations et lefait que ¥ = # + 6 ona:

F(Be2i0)= &% +{R-r) 8V +r[8+6) V= X% +(RO+7r6) ¥ | Lerésutat est donc:

V(Be2i0) =15 +( R0 +re) ¥

. . 0.8
(Z5) Pour déterminer lavitesse ¥ (B € 2/ 1) | utilisonslarelation: ¥ (B € 2/1) = ﬂ,;
B
. 40,0 40, B
V(Be2il) = 9% | 4%
i i

& I
. d 0.0 —— +  dOB| — =
V(Be2i)= 152 + 0, ALY+ d; ] + OB ALY,

B

((2.6) pour déterminer la vitesse du point coincident B par rapport a & { &, %, 3% 1 : ¥ ( B/ 1) | dérivons le vecteur

— J0E)  d(RA) g
position 48 ¥V (Bi1)= —IJ = J - R_[_
it 2 ot P ot

] +7 ﬂun} = R-(E-ﬁ"‘ H A ﬁfu) . Nous obtenons :
5

V(BiY)=R(6-§)V

(2.7 ) Pour déterminer lavitesse du point coincident B par rapport a & O B ) V(B 2) dérivons comme dans

. . d0, 8|  d{ri
le cas précédent |e vecteur position Up B 1‘T’r[3’f2)= r_.f; J - E-;; )} -
)

{ZTL +amm]= (6547 n(6+6)7,)

Nous obtenons |V (B12) = —r.6.¥

(2.8 pour déterminer I'accélération de B appartenant & (2) par rapport a & [ O, %,. % | déterminons I'accélération d'un

point M quelconque de (2) & partir delaviteﬁsef?(ME 2107

. d{F (M e2t0 A% +{R-r)BF +ry5
F(MEEJ’U)z I: I: — ):I — I:Ixﬂ ( I:;::] v ,F‘}!}}z) _
5 B

i%+(R-r) (85 -85+ r (75, -7 %)

T L
Pour la position B, nous avons vu précédemment que € = U et donc ¥ = 3-5 +8=6- 5 ce qui nous donne

Yo =cos B3 +snd i =9



Xy =008dy Xy +5in Ay Yy =sin 8 Xy —cos By =4

et;'L-Q=n‘.::‘-+i:-':

L'expression de |'accélération devient :

P(Be2/0)= % +(R-r) (85~ Eﬁﬁj+r.((§+¢a).ﬁ—(é+¢f.a)

etdonc [T (B €2/0)= £%,+(RE+réi) ¥ (RE* +r.6* +2r.6.6) 4




