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Exercice 1
1. (a) Soient (x,y,z 1) et(x',y,Z,t) deux vecteurs de R* et A un réel;

p(Ax,y,z, 0+ (Y, 2, 1)) = p(Ax+x", Ay + ¥, Az+ 2 At + 1)

Ax+x' Az+7 Ax+x" Az+7Z
:( + A ! + ,}Lt+t’)
2 2 2
X z L2 X Z X Z
:A(_ )yv )+ _+_7yr_+_7t
2 2 2 2 2 2 2

=Ap((x, 5,2, 0)+p((X,y, 2, 1)

donc ’ p est une application linéaire ‘

(b) Onnote % = (ey, ez, 3, e4) la base canonique de R*; p(e;) = ( ,0, 2, 0); p(e2) = (0,1,0,0);
ples) = (2,0, 3 0) et p(es) = (0,0,0,1); on en déduit la matrice de p dans la base canonique :

o

Il
O NI= O N
O NI= O N
- o O O

o O = O

(c) P estune matrice symétrique réelle donc| P est diagonalisable dans R*

0010 (0010 (1000
o100 o100 o100
2 _ 2 _
2'(2’)8_1000X1000_0010donc
o001 lo oo 1/ oo o1
x 0 -1 0
X 0 -1
0 x-1 0 0 .
b) ys(x) = . —x-1] 0 x-1 0 |=@x-12| * [ x-13@+1)
-1 0 X 0 . 0 -1 x

0 0 0 x-1

On en déduit que | S admet deux valeurs propres A; = —1, de multiplicité 1 et 1, = 1 de multiplicité 3 ‘

-1 0 -1 0 -1
0 -2 0 0 0
(c) E.1=Ker(—1;—S) =Ker 1 0 -1 ol7 Vect 1
0 0 0 -2 0
1 0 -1 0 1 0 0
0O 0 0 O 0 1 0
(d) E; =Ker(l4—S)=Ker 10 1 ol Vect 1 o I'l o
0 0 0 O 0 0 1
-1 1 0 0 -1 0 0 O
o . 1o o010 o 1o 100
(e) Onendéduitlamatrice de passage| U = 1 10 0 etlamatrice diagonale| D = 0 0 1 0
0 0 01 0 0 0 1

(f) On a montré que S? = I, donc pour tout entier n pair on montrerait que S” = I, et pour tout entier

n impair, §” = S; donc
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3. (a) Par définition, F et G sont les espaces vectoriels engendrés respectivement par (u;) et (uz, us, Ug),

deux familles de vecteurs de R%, donc| F et G sont des sous-espaces vectoriels de R* ‘
(b) Soitue FalorsdA; eR, v=A1u;;
de méme, soit w € G donc I(Az, A3, Aa) € RS, w = Aoup + Agus + Aatis;

par linéarité du produit scalaire: v- w = (A1 A2)u;y - ug + (A1 A3)uy - ug+ (A A uy - uy =0

v et w sont bien orthogonaux pour le produit scalaire canonique ‘

(c) On sait que dim(R*) =4; dim(F) = 1 et dim(G) = 3; il suffit de montrer que F N G = {0, }.
Soit ve FN G, alors v € F et v e G et, d’apres la question précédente, v- v = 0; et donc, par définie-

positivité du produit scalaire, v = 0. On a bien montré

0 0 0

4. (a) Matriciellement, P? = x et donc PZ =pop=p

O NI—= O Nf—
S NI—= O N—
O NI~ O =
O NI= O N
S NI= O N
S O = O
S NI= O N
_ o O O

1 0 1
0 0 0
0 1 0

(b) Un calcul matriciel donne’ p(u1) =0, p(uz) = up, p(uz) = uz et p(us) = Uy

(c) D’apres ce qui précede, on en déduit que 0 est une valeur propre associé au vecteur propre u; et que
1 est une valeur propre associée aux vecteurs propres linéairement indépendants u, us et uy.

Les valeurs propres de p sont {0, 1} et une base de vecteurs propres est donnée par (uy, Uy, us, Usg)

-11 0 O 0 0 0O

. 0 010 . . 01 00

(d) Lamatricedepassageestdonc|V = 1 10 ol U |etlamatrice diagonale| A = 001 0
0 0 0 1 0 0 01

(e) Toutd’abord, d’apres la question 3.(b), on en déduit que les espaces vectoriels F et G sont orthogo-
naux. Ensuite d’apres la question précédente, on reconnait la matrice de a projection orthogonale
sur G parallelement a F. Finalement, | p est la projection orthogonale sur G ‘

Exercice 2

1. Voici la représentation graphique de la fonction f sur [-27,27] :

5.28 -3.14 0 3.14 6.2

/8 T

1
2. (@ ap=— | etdt=—
o 27

1
—e
c

e —e " | sh(cn)

ct

. 2cm (01

d int_ct d (c+in)t (c+in)t g c—in cm inm —cm —inm
(b) Calculons ee“t dr= e di=|——e == (e e —e e )
x n c+in 7 C°+n
. , T (-1)"c _ (=D"n _
el — @~ inm — (_l)n, dOIle elntect dr = > > (ecn —e cn) +1i > > (ecn —e cn)
n c’+n cc+n
1 (7 1 T . 2(-1)"c sh(cn)
Pourn=1,a, = —[ cos(nt)e‘’ dt = —Re (f ellelt dt) s0it | @, = ——5———
—x T - nm(c- + n-)
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1 (" 1 o 2(-D)"™ 1 n sh(cn
(¢c) Pourn=1,b,= —f sin(nf)e’’ dt = —Im (f elMtect dt) soit| b, = =1 (em)
)z i1 - n(c2 +n?)

3. (a) Vte]l-m, [, g(#) =ch(ct) donc g est paire sur | — 7, [ ; par périodicité, on en déduit que
(b) Tout d’abord g est continue sur | —x, 7|.
Montrons que g est continue en 7 : tlimf g(t) = ch(cm); par périodicité : lim g(¢) = lim g(r) et
=7 t—mnt t—-mt

par parité, lim g(t) = tlim g(t) = ch(cm); on a montré que tlim g(#) = lim g(¢) et donc que g est
t—-mt -7 - t—mt

continue en 7. Par périodicité, on en déduit que ’ g est continue sur R ‘

(c) Lafonction g est 2r—périodique, continue et de classe €' par morceaux, donc, d’aprés le théoréme

de Dirichlet,
(d) Toutd’abord, g est paire donc ' ensuite :
ay = > f S +2f( t) f (1) dt + L[ f (—t) dt; on effectue un changement de va-
riable cht = —t dans la deuxiéme 1nte_g¥ale
=—f f(t)dt+—f_nf(x)( dx) = — f(t)dt+— f(x)dxetdonc ay = ap
- -

Avec la méme méthode, on montre que an =a,

4. (a) Voicilareprésentation graphique de la fonction g sur [-27,27] :

5.28 -3.14 0 3.14 6.2

(b) D’apres la question 3.(c), on en déduit que Sg(0) = g(0) =1; or

sh(cm) 1 2(-1)"csh(cm) sh(cn) 2c¢sh(cm) t=° (-1)"
8O cn ,;1 7(c? + n?) cos(n x0) cm T ,;1 22 S OONe
+00 (_l)n 3 T 1

)3

n=1

c2+n?2  2csh(cm) 2c2

sh(cm) 12 2(-1)"csh(cm) sh(cm) 2csh(em) ¥ 1
(c) Sg(m)=ch(cn)= + nX::l S cos(nm) = ot :12::1 et donc
& 1 mch(em 1

)3

— 2+n?2 2csh(cm) 2c%

+00
5. Lafonction g est 2r—périodique et continue donc, d’apres le théoréme de Parseval, la série Z ai converge
n=1
b/

1 1 2 1 +oo
et (g(n)* dr= _fo (g(0)* dr=ad+ = Z az.

lfn (g(0)* dr= —f (e*'+2+e %) dt = — 1 Lerer g Loz " _ sh2em +1
7w Jo 4 | 2¢ 2c 0 4cm 2
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sh(2em) 1 sh?(cm)  2¢% sh?(cm) t° 1 )\
L'égalité de Parseval s’écrit donc: (2cm) +-= (em) + (em) Z etdonc:
dem 2 (cm)? m? =\ 2+ n?
oo ] )2 _ msh(2cem) s ? 1 nch(en) s ? 1
=\ c?+n? 8c3sh?(cm) 4c2sh?(cm) 2¢*  4c3sh(em)  4c2sh?(cm)  2c¢*

Exercice 3

Partie A

1. Les exposants de x et de y étant pairs, il vient aisément | g(—x,y) = g(x,—y) = g(-x—-y) = g(x, y) ‘

g(—x,y) = g(x, y) implique que ’ la surface est symétrique par rapport au plan d’équation x =0 ‘

g(x,—y) = g(x, y) implique que ’ la surface est symétrique par rapport au plan d’équation y =0 ‘

g(—x,—y) = g(x,y) implique que ’ la surface est symétrique par rapport a I'axe (Oz)

0
2. p(x,y) = £(x,y):2x2x>< (x®+y?=3) =|4x(x* + y* -3)

d
3. q(x,y)z6—g(x,y):2x2y><(x2+y2—3)+8y= 4y(+y2—1)
y

4y(y -1 =
4. o Six:O,lesystémedeVient{ y(yO—O) < y=0ouy’=1;
dans ce cas, on obtient trois solutions : (0,0), (0,1) et (0,—1)
, . , 4x(x*>-3) = )
o Siy=0,lesystéme devient 0=0 < x=00ux‘=3;
dans ce cas, on obtient 4 nouveau trois solutions : (0,0), (v/3,0) et (—v/3,0)

2192 =1

. R . b R . .
o Six#0ety#0,le systeme devient { W4y2=3 et ce systeme est incompatible.

Finalement ce systéme admet cinq couples solutions : {(0, 0), (\/5, 0), (—\/5, 0), (0,1), (0, —1)}

og
5. Par définition, g(x, y) admet un point critique en (x, y) si (—(x, V), — (x )| = (0,0); c’est-a-dire si

{4x(x +y -1)=0

4y +y?—3)=0 donc g admet cing points critiques : ‘ {(0,0), (\/g, 0),(=v/3,0),(0,1),(0,—-1)} ‘

o’g  0°g

0x0y 0y0x'
La fonction g est polynomiale en x et en y donc est bien de classe €2 sur R? et vérifie donc les hypotheses

du théoréme de Schwarz.
2

6 0 2 2 2 2
7. (@) r(x,y) = (x y) = (4x(x +y2-3)) =4(x*+y*—3) +4x x2x = [4(3x" + y° - 3)

6. D’apres le théoréme de Schwarz, si g est une fonction de classe €2 sur R? alors ——

2
(b) s(x,y)=

( x,y) = (4y(x +y*-1) =|8xy

62 0 2 2 2 2
(© t(x,y)= (x y) = y(4y(x +y2-1))=4x*+y - D) +4y x2y = [4(x*+3y° - 1)

8. o En(O,O):r=—12<0etrt—32=48>0;
o En(v3,0)eten (—v3,0):r=24>0etrt—s>=192>0;
o En(0,1) eten (0,-1):r=-8<0etrt—s>=-16<0;
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Partie B

1. Avec (x,y) = (0,1) I'égalité (*) devient 0 = (a® + 1 - r?)?, donc s'il existe de tels « et r alors

2. Avec (x,y) = (1,0) I'égalité (*) devient —4 = (1 - a)? — r?) (1 + @)® = r?) = (@® + 1 - r? = 2a) (a® + 1 - r* + 2a),
donc si de plus a?+1-r%=0, alors il vient —4a? = —4.

S’ils existent, les réels positifs tels que la relation (*) soit vraie sontdonc|a =1etr = V2 ‘

3. On développe les deux expressions :
(x2+y2—3)2+4y2—8:x4+y4+9+2x2y2—6x2—6y2+4y2—8
=x4+2x2y2+y4—6x2—2y2+1
(x=D*+y*=2)((x+ D*+y*=2) = (P + y* —2x - D(x* + y* +2x - 1)
=x4+2x2y2+y4—6x2—2y2+1

On a bien montré pour tout couple de réels (x, y) :

(X2 +y?=3)° +4y° 8= ((x-1?+y*-2)((x + D?+y*>-2)

(x—1%+y*=2
(x+1)2+y*=2
On en déduit que 'ensemble des points vérifiant g(x, y) = 0 est la réunion du

4. gx, =0 (x-D?+py*-2)(x+1?>+y*-2)=0 & {

cercle de centre Q1 (1,0) et de rayon V2 |et du| cercle de centre Q,(—1,0) et de rayon V2
De plus; la résolution du systéme donne les coordonnées des points d’intersection de ces deux cercles :

6L(0,v2) et 1,(0,-v/2)

Exercice 4

1. Voici la traduction du programme en langage Python :

def f(t):

nb=0

n=len(t)

for i in range(1l,n-1):

if tlil<t[i+1]:
nb+=1
return nb

Lappel f(Tableaul) renvoie 4; soit le nombre de séquence de 1 consécutifs présentes dans le tableau.
En effetle test if t[i] < t[i + 1] est vérifié si deux éléments consécutifs du tableau sont 0 et 1; la variable
nb est donc incrémenté de 1 a chaque début de séquence.

2. Pour plus de commodité, nous utiliserons deux fonctions : une premiere nommée longSeq(t,i) qui
prend en arguments un tableau t et un indice i et qui renvoie la longueur de la séquence (si elle existe)
commencant a l'indice 1. Puis une deuxieme fonction g(t) qui renverra la position et la longueur de la
plus longue séquence.

def longSeq(T,i): def g(T):
if T[il==0: L=3x*[0]
return O max ,deb=0,0

long=1 for i in range (0,len(T)-1):
j=i+1 if longSeq(T,i)>max:
while (j<len(T))and(T[jl==1): deb=1

long+=1 max=longSeq(T,1i)

j+=1 L[O0],L[1],L[2]=deb,deb+max-1,max
return long return L

Pour le tableau donné la fonction g(Tableaul) renvoie [2,5,4].

Olivier OMNES -5- Lycée Chaptal - Saint Brieuc



