Corrigé Epreuve G2E BCPST 2015

Probleme 1

Partie A : Une situation faisant intervenir une matrice A de M;3(R)

1.

b) P(Byy1) = P(Byx N Bry1) + P(Ax N Bry1) = pug + qug

a) L’énoncé n’est pas clair : le systéme ne peut pas passer de I'état 2 a I’état 1, ni de I’état 3 a 'état 2.

Notons A; = "le systéme est dans I’état 1 a 'instant ¢
i 7,C; ="le systeme est dans ’état 3 a Uinstant i ’
Probabilité qu’il soit encore dans ’état F; au bout de 3 heures :

P(A1 NAsN Ag) = P(Al)P(AQ/AQ)P(Ag/AQ N Al) = p3

Probabilité qu’il soit dans ’état E3 au bout de 3 heures : On peut avoir E, Es, E3 ou Ey, Es, E5 ou
FEs, E3 soit :

P(AlﬁBng:g)—|—P(BlmBngg)+P(Blm02) =2pq2+q2

Probabilité qu’il soit dans I’état F3 en exactement de 3 heures :
P(AlﬁBng:g)—FP(BlmBngg) :2pq2

", B; ="le systeme est dans 1’état 2 a I'instant

P(Ag41) = P(Ap N Agy1) car si le systéme est en Fy a Uinstant k + 1, c’est qu’il I'était a Pinstant
précédent

P(Agy1) = P(Ag)P(Agy1/Ax) = pug

uy,
U1 = | vk
wy,

(p 0 0)

Uk
Vk+1 = Uk
Wi

(¢ p 0)

P(Ck‘Jrl) = P(Bk n Ck+1) + P(Ck n Ck+1) = QU + Wk

Uk
w1 = | v | (0 ¢ 1)
wy,
Ukt1 Up, p 0 0
Vk+1 =A| v avec A = q p O
W1 W, 0 g 1

c) a; (k) est la probabilité de passer de I'état E; a I'état E; en k heures




Partie B :Puissances successives d’une matrice

1. a) Remarquons que M € & siet seulement (1 1 1)M=(1 1 1)
Posons I’hypothese de récurrence : Hy:” MF* € £3”
Initialisation :
M° = I; €&
D’ou Hj est vrai
Hérédité :
Soit k> 0, tel que Hy est vrai
1 1 HYM+1=1 1 )MM=(01 1 I)M=(1 1 1)
D’ot Hyyq est vrai

Par principe de récurrence : ‘Vk >0, MFe&s ‘

1 1
b)SiMeé&, (1 1 )M=(1 1 1)dou!M| 1 |=| 1 | donc1 estvaleur propre de ‘M
1 1

Or rg(*M — I) = rg(M — I) car une matrice et sa transposée ont méme rang
Donc rg(M — 1) <3

| 1 est donc valeur propre de M ‘

2. a) La matrice A est triangulaire donc ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux

sp(A) = {1,p}
b) Déterminons E(A)
qr =0 x=0
(A-DX=0<= (¢ qgz+qy =0 <= y= |E1(A):vect((0,0, 1))|
qQy =0 zZ=«
Déterminons E,(A)
0 =0 T
(A-—pDX =0<={ qy =0 «{ y=0 | Ei(A) = vect((1,0,-1)) |
qu+qz =0 z «Q
pF 0 0
3. a) Posons I'hypothése de récurrence : Hy:” il existe a, tel que A¥ = [ kgpt=1 pF 0 |”
ag 1—pF 1

Initialisation :
A0 =14
D’ou Hy est vrai en posant ag = 0
Hérédité :
Soit £ > 0, tel que Hy est vrai

pF 0 0 p 0 0 pFtt 0 0
AR == | kgt pF 0 ¢ p 0 |=| (k+D)gp" P 0

ax 1-ph 1 0 ¢ 1 pag +q(1—p*) p—ptt4q 1
D’ott Hy41 est vrai en posant apy1 = pay + q(1 — p¥) |

pF 0 0
Par principe de récurrence : |Vk > 0, il existe aj tel que AF = kgpF—t  pF . 0
ak 1-p 1




b) p €]0, 1] donc limp* = 0 et lim kp*~1 =0
D’autre part, on sait que A¥ € & d'ott Vk, pF + kgp" ™ +ap =1
Dot ay =1 —p* — kqp"~" et limay, =1

lim A*F =

= o O
= o O
= o O

Partie C : Diagonalisation de matrices

1. a) LX=0cz+y+z2z=0< (z,y,2)Lv
rg(u) =1 et dimkeru = 2

b) u(0,0,1) = (0,0,1) donc 1 est vp de w et (0,0,1) est un vecteur propre associé

2. On sait que 0 est vp de u et dim Fy(u) = 2
On sait que 1 est vp de u , or la domme des dimensions des sous-espaces propres ne peut pas dépasser 3,
donc il n’y a pas d’autre vp et dim Ey(u) = 1
D’ou dim Ey(u) + dim F4 (u) = 3 donc | u est diagonalisable|
Eo(u) = vect((1,-1,0),(1,0,-1)), Ei(u) =wvect((0,0,1))
‘ u est diagonalisable dans la base B=((1, -1, 0), (1,0,-1),(0,0,1)) |

1 1 0
L =PDP™', avec D = diag(0,0,1) et P= | —1 0 0
0 -1 1
T4y =a y =a-+b r =-b 0 -1 0
PX=Y&{ —=z =b & z =-b sy =a+bd Pt=[1 1 0
—-y+z =c z =c+a+b z =a+b+c 1 1 1
1 p
3. a)B| -1 | = —p (1,-1,0) est vecteur propre de B associé & la vp p
0 0
1 p
Bl O = 0 (1,0,-1) est vecteur propre de B associé & la vp p
1 —p
0 0
Bl 0o |]=1]0 (0,0,1) est vecteur propre de B associé a la vp 1
1 1
Donc | B est diagonalisable dans la base B
b) B = PAP~! et par récurrence immédiate :
1 1 0 p* 0 0 0 -1 0
BF = PA*P~1=| -1 0 0 0o p* o0 1 1 0
0 -1 1 0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 —p* 0 pF 0 0
BF=| -1 0 0 P pF 0 | =10 PP 0
0 -1 1 1 1 1 —pF+1 —pF4+1 1
pk 0 0
BF=1| 0 p* 0
—pF+1 —pF4+1 1




c) C?=0
A =B+ C comme B et C commutent, on peut appliquer la formule du binéme
A =5, (s
Vi>2 C'=0
Dot A% = (§)C0AF + (F)c Ak

A¥ = BF + kOB

PP 0 0 0 0 0 pht 0 0
dy A*=1[ 0 PP 0 |+l ¢ 0 0 0 k-t 0
PP+l PP+l 1 —q 0 0 —pFl1l —pFl 1 1
PP 0 0 0 0 0 PP 0 0
Ak =1 0 pk 0 |+k| @t 0 0 | =/ kgt p" 0
PP+l —pF+1 1 —qp*=t 0 0 1—pF —kgpt~t —pF+1 1

On retrouve bien le B.3(a)

Partie D : Calcul d’une espérance

1. Y k(k — 1)pk=2 converge car c’est une série géométrique dérivée de raison p €] — 1, 1]

2 k(k — Dph2 = =
q
2. a) P(X=0)=0
P(X=1)=P(C;)=0
P(X =2) = P(BiNCy) = P(B1)P(C2/B1) = ¢°
b) P(X < k) = P(’le systeme est dans I’état E3 au bout de k heures’)=wy,

VkZ]., P(X:k:):P(ngz)—P(ngz—l):wk—wk,l
Uk+1 U U 1 pk

Or | vkt ) =A| v et par récurrence immédiate , Uk =Ak[ 0 = kqpF—1
Wh41 Wk Wk 0 ag

[Vk>1, P(X=k) =ar—ari|

¢) ax —ag_y =1—p* —kgp"~t =1+ p*t + (k= Dgp*? =p* (1 —p) + (k— Dap* > (1 —p) — "
ap — ak—1 = (k —1)g?p¥=2 . d’ou Y. kP(X = k) converge
o 2% 2
B(X) =¢* Y3y k(k —1)ph2 = T a




Probleme 2

Partie A : Des lois exponentielles

n!
1. a) Posons 'hypothése de récurrence : Hy,:” X}, admet un moment d’ordre n égal & m,(Xy) = v”

Initialisation :

H; est vrai d’aprés le cours pour une loi géométrique E(X}) =
Hérédité :

Soit n > 1, tel que H,, est vrai

A

1
fOA e Mdt = [—t"+1e_)‘t]? + (n—)\i— ) fOA t"Xe~Mdt par intégration par parties
Par croissances comparées : AliIJIrl Antle=2A4 — (gt HIE fOA t" e Mdt = m, (Xy)
1 1)!
D’ott X}, admet un moment d’ordre n + 1 égal & my,41(Xx) = (n + )mn(Xk) = (”}\n%l)
D’ou H,,41 est vrai
|
Par principe de récurrence : |Vn > 1, Xj admet un moment d’ordre n égal & m,,(Xy) = %
0!
b) mo(Xy) =FE(l)=1= I
1
mu(Xk)  n!
1 . 1 N
converge e S ————=c¢
mn(Xk') & n=0 mn(Xk)

2. Y, =min(Xy, .., Xp)

a) Vt <0, Fx,(t)=1-Fx,(t)=1
YVt >0, Fx,(t)=1—Fx, (t)=e*

b) Fy,(t)=P (Y, >t) =P (X1 >t,..,X, >t) = P(X; >t)..P(X, > t) par indépendance
Vit <0, pr(t):l—Fy(t):1—1:0
Vt>0, Fy,(t)=1-Ty, (t)=1— (e ) =1—e

Y, suit E(\p)

¢) Daprés le cours : | E(Y,) = —, V(Y,) =

3. p =2 et la durée moyenne de I'intervention d’un technicien est de 2 heures , ¢’est-a-dire E(X;) =2 =

1
a) P(X;<2)=1—¢=1--=063212

P(min(Xl,Xg) S 1,X2 Z 2) P(X1 S 1,X2 Z 2) P(Xl S 1)(P(X2 Z 2)

A

P(Y2<1/Xy>2)= = =
P(Y2<1/Xy>2)=P(X; <1)=1-e"12=0.39347

) P(Ya<1/X3<2)=1-P(Y2>1/X5<2)
P(Y2>1/X S2):ID(I’nln()(l,)(g)>1,)(2§2) :P(X1>1,X2>1,X2§2) _P(X1>1)(P(1<X2§2

P(X; > 2) P(X; > 2) - P(X; > 2)

—1/2\ (,—-1/2 _ -1
(1-e /)(e e ):17(17671/2)(61/271):37671/2761/2:

P(Ya<1/X,<2)=1- =
€

0.744 75




Partie B : Calcul d’une limite d’une probabilité

1. Z2 = maX(Xl,Xg)

a) P(Zy <z)=P (X1 <z Xs <) = (Fx, (7)) (Fx,(z)) par indépendance
Fz, est continue sur R, de classe C' sur R sauf en 0, donc Z3 admet une densité f 7yt
Ve €R, fz,(z) =2fx, (2)Fx, (z)

o (@) = 0 siz <0
22\ T 2 e (1 — ef)‘z) six>0

b) Sous réserve de convergence : E(Z2)= O+°° 20ze N — 2 \ze” Py
Or f0+°° Aze~*dx converge car on reconnait ’espérance de £(\)

+ - - .
Jo 2 \ze~2\*dx converge car on reconanit 'espérance de £(\)

2 1 3
PR Z _ +oo -\ _ [too —2\x _Z _ —
D’out Z, admet une espérance et E(Zy) =2 [)" Aze™dz — [ 2\ze dx N
3
E(Zy) = =
(2) = o
1 3 2
E(Y3) + E(Zs) = oo T )
E(X1+ X)) =EX))+ E(X3) =—

A
On a I'égalité E(Y2) + E(Z2) = E(X1 + X2)

Ce qui est logique car ‘ Yo+ 2o =X+ Xo ‘

¢) Pour les mémes raisons,Z; admet un moment d’ordre 2, car on reconnait des moments d’ordre 2 de
lois exponentielles
On utilise ensuite que F(X?) = V(X) + E(X)?

o 0o 1 1 1 1
E(Z3) = 2f0+ Ax2e Mdx — 0+ 2 x2e 2y = 2 {7 + ?] - {4—)\2 + 4—)\2] = 2—;2

V(Z) = B(Z3) ~ B(Zo)* = —5 — —5 = 3

2. a) P(Ze>n+z)=1-Fz,(n+z)=1- (1 _ e—)\(n+x))2
P (Zz >n+ :L‘) — 9o~ AMnta) _ o—=2X(ntx) . 9p—Aln+tw)

n—oo

2e~AMntz) — 2e A (e~ M suite géométrique de premier terme 2~ et de raison e~

P(Zy>n+x,Zo>n) P(Zs>n+ux) 9e—A(n+z) .
PP Bz zn) = P(Zy >n) - P(Zy > n) DY =e

lim P(Zy >n+x/Zy >n) = P(X; > x)

n—oo

¢) C’est encore vraie pour X car une variable géométrique est sans mémoire :
P(Xi>z+y/X1>2y)=PX1 >2)



Partie C : Sommes de variables continues

l.a>0,a#1,eR

a) U=aXa+b
U(€) = [b, +oo]
Yt <b, Fy(t)=0
t—0b t—0b
Vit > b, FU(t)P(aX2+bSt)P<X2§T>FX2< a >

Fy est continue sur R, de classe C! sur R sauf en b, donc U admet une densité fy :
1 t—>b

ek fol) = 1fu (50)

a a

0 sit<b
o0 =1 2enenrm iy

a

b) X;et Xsétant indépendantes alors une fonction de X et une fonction de X5 sont indépendantes et
donc X7 et aXs + b sont indépendantes

2. a) T étant la somme de 2 variables aléatoires indépendantes admettant une densité, alors T admet une
densité obtenue par le produit de convolutions

T(2) = [b, +o00]

Vit < b, fT(t):O

vt>b, fr(t)= fj;: fu(@) fx, (t — x)dx

fu(x) >0<+=z >0, fx,t—2)>0=a<t
ful@)fx,t—z)<=b<ax <t

b
0
t A ——(z—b) A2 A(at) . /\<171>z Ze \@ <lfl>t >\<17
fr(t)= [, =e a e M2 gy = ¢ I, e a) dx = a—l e —e
a a ) (1 B _)
a
0 sit<b
A
fr(t) = 1 i | emAeh) - ¢ ad" TV siesw

b) Recherchons des conditions nécessaires

Les variables sont de méme loi si et seulement si elles ont méme densité sauf peut-étre en un nombre
fini de points.

1l faut

A A
. i - M e a | =2ne M (1-eM) e1- e a2 2(1—a) [1—e]
La relation ci-dessus doit étre vérifiée sur RT sauf peut-étre en un nombre fini de points.
En faisant tendre t vers 400, on en déduit : 2 —A>0et 1=2(1—a). Il faut donc|a = %
Remarque : on aurait aussi pu trouver des conditions nécessaires par ’espérance et la variance
E(Zy) = E(T) < 2—3A = B(X)) + aB(X3) +b = % - 1?“ +b (1)



V(%) = V(T) = 2 — V(X)) 4 a2V (Xy) e = = L2 ()
v X 42 ! ? N2 N2
(2)<:>(12—Z—1 =a=g puisque a > 0
3 3
Conditions suffisantes :

0 six <0 0 sit<b .
fz,(2) = 207 (1—e™™) siz>0 ° fr(t) { 2X [emM — e sit>b on a bien les
meémes lois

| Zy et T ont méme loi si et seulement si b=0 et a = 1/2 ‘
3. T Zk 1 ki
1 1 1
a) BE(Ty) = £:1 EE(Xk) 1: b £:1 %
La série de Riemann ) z diverge, donc la suite (E( ») diverge (et tend vers +00)
1
p

Par indépendance, V(T),) = > 1 _; EV(XIC) )\2 S, k2

1
La série de Riemann ) 73 converge, donc la suite (V(T},)) converge

1
b) Déterminons d’abord une densité fi de EXk

1
D’aprés le 1.a.de la partie C, avec a = P et

. 0 sit<0
¢) , on peut choisir : f(t) = { e st 0

0 six <0

Posons I’hypothese de récurrence : H,:” T, admet une densité : fr, (z) = { Ape= (1 — =M=l iz >0

7

Initialisation :

Hy est vrai : c’est la loi géométrique de parametre A
Hérédité :

Soit p > 1, tel que H), est vrai

Tpy1 =T, + . 1Xp+1, somme de deux variables indépendantes admettant une densité, admet elle

aussi une den51te obtenue par le produit de convolution.

Tpia(2) = [0, 0]

Ve <0, fr,,,(z)=0

V220, frpwa(a) = [73 fr,(t) fpri(a — t)de

pr( )prrl(t*SU) >0«<—=—=0<z<t

pr+1( fo )\pe_)‘t(l e—)\t)p 1(p+1))\€ (p+ 1)\ (z—t) dt (p+1))\2 —A(p+1)z fx )\pt —)\t)p—ldt
() = p(p + DAZe AP [F X (A —1)P—

mr<M—m

pr+1

Jo M (M — 1Pt = {(ext
Ap o Ap

Jrpe1(@) = (p+ DA NEHD(A 210 = (p 4 Do (1 - o)
D’ott Hp1 est vrai

0 siz <0

Par principe de récurrence : |Vp > 1, T}, admet une densité : fr, () = { ApeAi(1 — eyl iz >0

Remarque :
On peut montrer que T}, a méme loi que max(X1,, X,)



