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PROBLÈME 1 

Partie A : Une densité de probabilité 

1. La fonction  Arctan  est de classe 
C  sur  , impaire, et :  

2
Arctanlim 


 ,  

2
Arctanlim 


  . 

 x ,  
21

1
)(nArcta

x
x


  . 

 Arctan est strictement croissante sur    . 

2. Notons    la fonction : 
x

xx
1

ArctanArctan  . *D  ,    est impaire,    est dérivable en tout réel  x  non nul et : 

0
1

1

1

1

1

11

1

11
nArcta

1
)(nArcta)(

221222

2












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








xxxxxx
xx

x

 , 

donc    est constante sur chacun des intervalles [0,]  , [,0]  , donc : 

 
x

xx
1

ArctanArctan,*   



4

2)1(Arctan2Arctan)1(Arctan
1

1

2


 

et par imparité de   :         *
 x ,   

2

1
ArctanArctan




x
x  . 

3. Soient m  et la fonction  f  définie sur    par :  
21

1
)(

x
xf


 . 

a.  La fonction fm  est continue sur  . Si  fm  est une densité de probabilité sur  , alors l’intégrale 

      



xxfm d)(  converge et vaut  1. Or, pour tout A  : 

  )(Arctan)(Arctand
1

1
d)(d)( 0

0
200

Amxmx
x

mxxfmxxfm
A

A
AA







  , 

donc : 
2

d)(lim
0





mxxfm

A

A
, ce qui prouve que 



0
d)( xxfm  converge et vaut 

2


m . 

De plus,  f  est paire, donc 



xxfm d)(  converge et 







mmxxfm

2
2d)( . 

On en déduit que, si fm  est une densité de probabilité sur  , alors 



1

m . 

 Réciproquement, si 



1

m , alors fm  est continue et positive sur    et 1d)( 



xxfm , donc fm  est une 

densité de probabilité sur  . 

En conclusion :    fm  est une densité de probabilité sur    si, et seulement si, 



1

m  . 

b. Soit  X  une variable aléatoire de densité de probabilité f


1
. 

En notant XF  la fonction de répartition de  X, on a, pour tout réel  x : 








 









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 


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

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1
)(Arctanlim)(Arctan

1
d

1

11
d)(

1
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2
xtxt

t
ttfxF

t
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X , 

d’où :                  x ,   )(Arctan
1

2

1
)( xxFX


  . 
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c. Pour tout réel  A : 

)1ln(
2

1
)1ln(

2

11
d

1

1
d)(

1 2

0

2

0
20

Axx
x

x
xxfx

AAA










 














 , 

donc  








A

A
xxfx

0

d)(
1

lim , ce qui prouve que l’intégrale 








0

d)(
1

xxfx  diverge. 

Il s’ensuit que l’intégrale 










xxfx d)(
1

 est également divergente, ce qui prouve que  X  n’admet pas 

d’espérance, et donc pas davantage de variance (si une variable aléatoire admet une variance, alors elle admet une 

espérance). 

 X  n’admet ni espérance, ni variance.  

d.  Médiane em  de  X 

 x ,     00)(Arctan
2

1
)(Arctan

1

2

1

2

1
)(

2

1
)( 


 xxxxFxXP X , 

donc :            0em  . 

   Premier quartile 1Q et troisième quartile 3Q  de  X 

De même, pour tout réel  x : 

1
4

)(Arctan
4

1
)( 


 xxxXP ,  1

4
)(Arctan

4

3
)( 


 xxxXP , 

donc :                   11 Q ,   13 Q  . 

Partie  B : Des matrices à coefficients complexes 

















 0et),,,(, 4 cdcba

dc

ba
M .  M










dc

ba
A ,   A  :  ,  

dzc

bza
z




 . 

1. Soient M









dc

ba
A  et  A  :  ,  

dzc

bza
z




 . 

a. Immédiatement :         
c

d

A

 \D  . 

b. Supposons  adbc  . Alors,  c  étant non nul, on peut écrire que  
c

ad
b    et : 

A
z D ,  

c

a

z

z

c

a

dzc

za
z

c

d

c

d

c

ad

A 








)( . 

 On en déduit que,   si adbc  , alors A  est une fonction constante  . 
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c. Supposons  adbc . Alors, pour tout 
A

z D et tout z  : 

bzdzazcdzczbzaz
dzc

bza
zzA 




 )()()( , 

 donc, si 
c

az  , alors :  dacbbdzz
c

dacb

c

a
A 


00)( , ce qui implique que 

c

a  n’admet 

pas d’antécédent par A , et si  
c

az  , alors :   
azc

bzd
zzzA




)( . 

On a ainsi prouvé que,   si adbc  alors A  réalise une bijection de 
AD sur  

c

a\   , dont la bijection 

réciproque notée 1
A

  est la fonction : 

   
c

d

c

a  \\   ,   
azc

bzd
z




 . 

De plus, en posant :  













ac

bd
A  , on  a : MA   et on peut considérer que AA 

  1  . 

A   n’est bien sûr pas unique :      * ,  
1

 
AAA   . 

d. 










































10

01
)(

0

0
bcda

cbda

bcda

ac

bd

dc

ba
, donc,   si adbc , alors   : 

2
1

I
ac

bd

bcad
A 














 , 

ce qui prouve que   A  est inversible et   















ac

bd

bcad
A

11
, ou encore, avec la définition de A   précédente : 

A
adbc

A 


 11
 . 

2. Soient 1A  et 2A  deux éléments de  M  tels que M21 AA  : 

M









11

11
1

dc

ba
A ,  M










22

22
2

dc

ba
A , M21 AA    avec 01 c  et  02 c . 

a. Immédiatement :   













21212121

21212121
21

ddbccdac

dbbacbaa
AA  , et donc  02121  cdac   puisque M21 AA . 

b. Formellement : 

 
)()(

)()(
)()(

221221

221221

1
22

22
1

1
22

22
1

2121 dzcdbzac

dzcbbzaa

d
dzc

bza
c

b
dzc

bza
a

zz AAAA















   , 

21212121

21212121

)(

)(
)(

21 ddbczcdac

dbbazcbaa
zAA




  , 

 c’est-à-dire d’après la question précédente : 

)()(
2121

zz AAAA   , 

et l’énoncé nous invite à conclure :  
2121 AAAA   , autrement dit que 21 AA  est associée à  

21 AA    . 
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3. M









dc

ba
A , 4),,,( dcba  et adbc . 

a. Démontrer : « si 2),( yx  est un vecteur propre de  A  alors 0y  »   revient à prouver que )0,1(  n’est pas 

vecteur propre de  A. Or :  

















c

a
A

0

1
 et 0c  (car MA ), donc 









0

1
et 









c

a
 ne sont pas colinéaires, donc 

)0,1(  n’est pas vecteur propre de  A, ce qui achève la démonstration. 

 Si 2),( yx  est un vecteur propre de  A  alors 0y   . 

b. Soit *),(  yx . 

 0y , donc )0,0(),( yx . 

 adbc , donc  A  est inversible, donc  0  n’est pas valeur propre de  A. 

On en déduit que ),( yx  est un vecteur propre de  A  si, et seulement si, il existe *  tel que  

















y

x

y

x
A  . 

De plus, sous la condition *  : 

  























































































0
0

0
0
0

dc

dc

ba

ydxc

yydxc

xybxa

yydxc

xybxa

y

x

ydxc

ybxa

y

x

y

x
A

y

x

y

x

y

x

y

x

y
y















 

donc : 

y

x

y

x

y

x

y

x

dc

ba

d
y

x
c

y

x

y

x
A A

y

x

y

x

A
































  etet0 D . 

Finalement : 

),( yx  est un vecteur propre de  A  si et seulement si 
y

x

y

x
A 








  . 

c. Soit  z . 

D’après la question précédente, )1,( z  est un vecteur propre de  A  si, et seulement si, 
A

z D  et zzA )( . 

Pour tout 
A

z D , c'est-à-dire pour tout nombre complexe  z  distinct de 
c

d
  : 

0)()()( 2 



 bzdazczdzcbzaz

dzc

bza
zzA , 

de plus  
c

cbda
b

c

d
da

c

d
c










 






  )(
2

  et par hypothèse 0 cbda , donc  1,
c

d  n’est pas vecteur 

propre de  A. 

Donc, pour tout z  :        )1,( z  est un vecteur propre de  A  si, et seulement si, 0)(2  bzadzc . 

  Considérons l’équation )( E  du second degré, à coefficients réels, d’inconnue z  : 0)(2  bzdazc . 

)( E  admet pour discriminant le réel    défini par :   bcda 4)( 2  . 

Supposons  0 . 

Alors )( E  admet dans    deux solutions distinctes 1z  et 2z . En posant )1,( 11 zu   et )1,( 22 zu  , il s’ensuit 

que 1u  et 2u  sont des vecteurs propres de  A. De plus, 1u  et 2u  ne sont pas colinéaires, donc la famille ),( 21 uu  
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est libre, donc, comme famille libre de deux vecteurs du  -espace vectoriel 2  de dimension  2, ),( 21 uu est une 

base de 2 . 

Ainsi, la famille ),( 21 uu  est une base de 2  formée de vecteurs propres de  A, où )(2 MA , donc  A  est 

diagonalisable. On a ainsi démontré : 

 04)( 2 bcda A  diagonalisable  . 

d. Si  A  est diagonalisable, alors il existe une base de  2  formée de vecteurs propres de  A. Or d’après  3. a., tout 

vecteur propre de  A  est colinéaire à un vecteur de deuxième composante égale à  1, donc il existe des nombres 

complexes 1z  et 2z  distincts tels que )1,( 1z  et )1,( 2z  soient des vecteurs propres de  A. D’après le début de la 

question  3. c., il s’ensuit que l’équation )( E  : 0)(2  bzadzc  admet deux solutions distinctes dans  , et 

donc que son discriminant bcda 4)( 2   est non nul. On a ainsi prouvé la réciproque de l’implication démontrée à 

la question  3. c. : 

 A  diagonalisable 04)( 2  bcda   . 

4. 






 


01

ii
B    










01

10
C    












11

11
D  

Les matrices  B,  C  et  D  sont des éléments de )(2 M  dont le coefficient de position )1,2(  est non nul : ce sont bien 

des éléments de  M. 

a. D’après la question  1. :        B  est inversible et 











1i

101B  . 

b. On obtient immédiatement :  









10

012C  , autrement dit 2ICC  , ce qui prouve que  C  est inversible et : 

CC 1 . 

C  est une matrice carrée d’ordre  2  inversible, donc   le rang de  C  est égal à  2  . 

c. On sait déjà :          CC 1
 .  

Une récurrence immédiate permet d’écrire : 

 pour tout n ,  





.impairestsi

,pairestsi2

nC

nI
C n

 

d. D  est la fonction :  ,  
1

1





z

z
z . On vérifie immédiatement que  D  est bien diagonalisable en exploitant 

le résultat de la question  3. c). On obtient ensuite facilement : 

D
z D ,    )ioui(01)( 2  zzzzzD , 

 donc )1,i(  et )1,i(  sont des vecteurs propres de  D. 

De plus : 








 





















 


















 

1

i
)i1(

1i

1i

1

i

11

11

1

i
D ,  


















































1

i
)i1(

1i

1i

1

i

11

11

1

i
D . 

  On en déduit que les valeurs propres de  D  sont  i1   et son conjugué  i1  . 
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On sait alors qu’en posant : 















i10

0i1
,  







 


11

ii
P  , 

  P  est inversible et 1 PPD . 

Toujours grâce au résultat de la question  1. d. :   1P 

























 i1

i1

2

i

i1

i1

i2

1









 1i

1i

2

1
. 

e. On démontre facilement par récurrence :   p ,  1 PPD pp . 

On en déduit, d’après les règles opératoires sur les matrices diagonales : 

 p ,  1

)i1(0

0)i1( 


















 PPD

p

p
p , 

puis, en injectant l’expression de  P  et  celle de 1P  et en utilisant les formules d’Euler : 

 p ,    
   
   





















44

44

cossin

sincos
2

pp

pp
D

pp  . 

  Ce dernier résultat s’obtient facilement par récurrence en utilisant les formules d’addition une fois que l’on a écrit :   

   
   








































44

44

2

2

2

2

2

2

2

2

cossin

sincos
22D . 

  En effet, en posant :   x ,   






 


)cos()sin(

)sin()cos(
)(

xx

xx
xR , on a :   

4

 RD , et un exercice classique donne : 

 x ,  p ,   )()( pxRxR
p
 . 

Partie  C : Des variables aléatoires 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

J 

O 

M 
N 

I  

 

C 

Les points d’affixes  1  et  i sont 

respectivement notés  I  et  J. 

 

 
22

,


 ,  
ieMz / 
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1. a.  N  est un point du cercle de diamètre ][ IO , distinct de  O  (car 
22

   ). 

Si de plus 0 , alors IN  et le triangle INO  est rectangle en  N ; il s’ensuit :  )cos()cos(   IONO . 

Cette relation restant vérifiée lorsque 0 , on peut conclure :  )cos(NO  . 

 Par définition de  M  et  N :   MN zONz  , donc : 
 ie)cos(Nz  . 

b.  
BNz D  et : 

)cos(

)sin(i
i

)cos(

)sin(i)cos(
1i

)cos(

e
1i

1
1i

ii
)(

i












 








 































NN

N
NB

zz

z
z , 

   d’où :              )tan()(  NB z  . 

   Pour tout   }0{\,
22


 ,  0)tan(  , donc 

CNB z  D)(  et : 

     


  

2
tan

)tan(

1
)tan()( CNBC z . 

  }0{\,
22

 ,  
)tan(

1
))((


 NBC z  . 

 Pour tout    
422

\,


 ,  1)tan(  , donc 
DNB z  D)(  et : 

     
4

4

4
tan

)tan()tan(1

)tan()tan(

1)tan(

1)tan(
)tan()( 














 








 DNBD z . 

   
422

\,  ,  
)tan(1

)tan(1
))((









NBD z  . 

2. On notera UF  la fonction de répartition d’une variable aléatoire  U. 

 
22

,



U  , tanT .             




























.si1

si)(
1

si0

)(

2

222

2

x

xx

x

xF  

a. Pour tout réel  x : 

)(tan)()( xPxTPxFT   , 

or  prend ses valeurs dans  
22

,   et  Arctan est croissante, donc : 

 )(Arctan)( xPxFT   , 

de plus   suit la loi uniforme sur  
22

,   et 
22

)(Arctan   x , donc : 

)(Arctan
1

2

1
))(Arctan(

1
)(

2
xxxFT





  . 

Finalement :   x ,   )()( xFxF XT  , ce qui prouve que   T  suit la même loi que  X  .  

b. Notons  Y  la variable aléatoire représentant ))(( NBC z   :  
)tan(

1


Y . 

Y  est définie partout sauf sur l’événement }0{   de probabilité nulle. 
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Pour tout réel  x :               






  xPxYPxFY
tan

1
)()( . 

D’où :  

  0, x , 

)0()0tan()( 11  TPPxF
xxY   

( * a , *
 b ,      0

11
 a

b
b

a
), 

)0()( 1  XPxF
xY   car  T  suit la même loi que  X  et  X  est à densité, 

)(Arctan
1

2

1
)(Arctan

2

1
)(Arctan

1

2

1

2

1
)()0()( 11 xxFFxF

xxXXY








 


















2.A.
 ; 

   ,0x , 

)(1)0()(tan1)0(tan)(tan)0(tan)( 111

xxxY XPXPPPPPxF    

( * a , *
 b ,      







 
b

aab
a

1
ou0

1
 ), 

)(Arctan
1

2

1
)(Arctan

2

1
1)(Arctan

1

2

1

2

3
)(1

2

1
)( 11 xxFxF

xxXY








 
















2.A.
. 

   
2

1
)0()0()0()0(tan0

tan

1
)0( 







  XY FXPXPPPF 


. 

On a ainsi obtenu :      x ,   )()( xFxF XY  , 

ce qui prouve que   Y  suit la même loi que  X  . 

3. S :  la variable aléatoire représentant ))(( NBD z  . 

a. S  est définie partout sauf sur l’événement }{
4

  de probabilité nulle.  

  t ,  






 



 tPtSPtFS





tan1

tan1
)()( . 

La fonction 
x

x
x





1

1
  réalise une bijection de  }1{\  sur }1{\  , strictement croissante sur chacun des 

intervalles  1,  et  ,1 , de bijection réciproque :  }1{\}1{\   ,  
1

1





t

t
t  . 

On en déduit : 

  1,  t , 

)1(
1

1

1

1
1

1

1
tan1)( XXS F

t

t
F

t

t
XP

t

t
PtF 






































  , 

4

1

1

1
Arctan

1
)1Arctan(

1

2

1

1

1
Arctan

1

2

1
)( 










































t

t

t

t
tFS  ; 

   ,1t , 

          



















 











 





1

1
)1(11

1

1
11tan

1

1
1)(1)(

t

t
FFX

t

t
P

t

t
PtSPtF XXS   , 
































1

1
Arctan

1

4

3

1

1
Arctan

1

2

1

4

3
1)(

t

t

t

t
tFS  ; 
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 
4

1

4

3
1)1(1)1(1)1(tan1)tan1()1(  XS FXPPPF  . 

En résumé : 

 x ,   



















































.1si
1

1
Arctan

1

4

3

1si
4

1

1si
1

1
Arctan

1

4

1

)(

x
x

x

x

x
x

x

xFS  

   SF  est clairement de classe 1
C  (et même de classe 

C )  sur chacun des intervalles  1,  ,   ,1 . 

   Sans difficulté :  
4

1

2

1

4

1
)(lim

1











xFS
x

,  
4

1

2

1

4

3
)(lim

1







 








xFS
x

, 

donc :  )(lim)1()(lim
11

xFFxF S
x

SS
x 



 , ce qui prouve que SF  est continue en  –1. 

Finalement, SF  est continue sur  , de classe 1
C  sur    sauf éventuellement en  –1, donc : 

 S  est une variable aléatoire à densité  . 

   On sait que toute fonction positive sur    qui coïncide avec SF   sur }1{\   est une densité de  S. 

   Notons    la fonction :  












1

1
Arctan

x

x
x . On a, pour tout réel  x  distinct de  –1 : 

1

2
1

1

21

1

1













xx

x

x

x
, 

  22222

1

12 1

1

22

2

)1()1(

2

1

1

)1(

2
)(

xxxxx
x

x

x 



















 . 

On en déduit : }1{\  x ,  )(
1

1

11
)(

2
xf

x
xFS





 , où f



1
 est une densité de  X, 

donc f


1
 est également une densité de  S   . 

b. D’après les questions  2. a.  et  3. a.,  les variables aléatoires  S  et  T  suivent la même loi que  X, donc : 

 S  et  T  suivent la même loi  . 

4. Pour tous entiers naturels  n  et  p :    )())(( NBCDNBCD
zz npnp    et : 

 la variable aléatoire  T  qui représente )( NB z  suit la même loi que  X ; 

 pour tout n , pour toute variable aléatoire  U  suivant la même loi que  X,  )(UC  suit la même loi que  X  et 

UUnC
)(  ou )()( UU CC n    (B. 4. c., C. 2. b.) ; 

 

 pour tout n , pour toute variable aléatoire  U  suivant la même loi que  X, )(UpD
  suit la même loi que  X  (par 

récurrence, en utilisant que  )(UD  suit la même loi que  X  (C. 3. b.) et pp DDD
 1  (B. 2. b.)). 

On en déduit : 

 quels que soient les entiers naturels  n  et  p, la variable aléatoire  

 représentant ))(( NBCD
znp     suit la même loi que  X. 
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PROBLÈME 2 

Partie A : Une fonction 

1. )( E  :  xyxy  e)1(  à résoudre sur l’intervalle  1, . 

 Sur l’intervalle  1, , )( E  est équivalente à l’équation différentielle linéaire du premier ordre )( F  :  

1

e

1

1









x
y

x
y

x

, 

 de la forme )()( xbyxay  , où les fonctions  a  et  b  sont continues sur  1, . 

a. Sur  1, , l’équation différentielle homogène )( 0E  : 0)1(  yxy   associée à )( E  est équivalente à  

l’équation différentielle homogène )( 0F  : 0
1

1



 y

x
y   associée à )( F . 

La fonction  A :     1, , 1ln xx  est une primitive de la fonction  a :  
1

1

x
x  et : 

 1, x ,  
xx

x









1

1

1

1
e

1ln
. 

On en déduit l’ensemble 0S  des solutions de )( 0E  : 

   






































  





,

1
,1,,

1
,1,0

x
x

x
x S   . 

b. Appliquons la méthode « de variation de la constante » en déterminant une solution particulière pf  de )( F  (et donc 

de )( E )  sur  1,  de la forme 
1

)(

x

x
x


 , où    est une fonction dérivable sur  1, . 

On a :   1, x , 
1

)(
)(

1

1
)(









x

x
xf

x
xf pp


, donc : 

      x
x

p xx
xx

x
xEf 










 e)(,1,

1

e

1

)(
,1,)(desolutionest 


. 

  On en déduit que la fonction :    1, ,  
1

e



 

x
x

x

  est une solution particulière de )( E  sur  1, . 

Notons que l’on peut écrire :    1, x ,   
)1(e

1

1

e

1

e

xxx x

xx









 

. 

Sachant que la solution générale de )( E  sur  1,  est la somme d’une solution particulière de )( E  sur 

 1,  et de la solution générale de )( 0E  sur  1, , on obtient l’ensemble  S  des solutions de )( E  sur 

 1,  : 

 































  


,

1)1(e

1
,1,

xx
x

x
S   . 

2.  1, x ,   
)1(e

1
)(

x
xf

x 
  

a. Pour tout réel  , notons f  la fonction :   
1)1(e

1
,1,







xx
x

x


 . 

On a les équivalences suivantes :     0111)0(  f . 
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On en déduit que   f  est l’unique solution de )( E  satisfaisant à la condition initiale 1)0( y   . 

b.  f  est solution de )( E , donc :  1, x ,   xxfxxf  e)()1()( . Il s’ensuit : 

 1, x ,     
2)1(e)1(e

1

e

1

1

1
)(e

1

1
)(

























 

x

x

xx
xf

x
xf

xxx

x . 

Donc, sur  1, ,  )( xf   est du signe de  x, ce qui implique que  f  est strictement décroissante sur 

 0,  et strictement croissante sur  1,0 . 

   
xx x

xf
e

1
)(





 et  


 0elim x

x
x  (croissances comparées), donc :  


)(lim xf

x
. 

Sans indétermination : 




)(lim
1

xf
x

.  

x –  0  1 

)( xf    – 0 +   

)( xf  
+  

1 

 +  

 

3. Pour tout  x  appartenant à  1,  : 

,)(
2

1
)()1(

)(1)(
2

1
1

1

1
e)(

2

0

222

2

0

22

0

2

xoxxxxx

xoxxxoxx

x
xf

x

xx

x















 





 




 

d’où :          )(
2

1
1)( 2

0

2 xoxxf
x

  . 

Partie B : Une suite 

Pour tout n , on note nd  le coefficient de nx  dans le développement de )( xf  au voisinage de  0  à l’ordre  n. 

1. a. La fonction  f  est de classe 
C  sur  1, , donc  f  admet un développement limité en  0  à tout ordre, ce qui 

       justifie que   nd  existe pour tout n   . 

b. D’après la formule de Taylor-Young, pour tout n  :  )(
!

)0(
)(

0
0

)(
n

x

n

k

k
k

xox
k

f
xf




 . 

On en déduit, par unicité du développement limité :   n ,   
!

)0()(

n

f
d

n

n   . 

On a : 1
1

1

!0

)0(
0 

f
d , 0

!1

)0(
1 




f
d  ; de plus, on a déjà obtenu :  )(

2

1
1)( 2

0

2 xoxxf
x

 , ce qui 

conduit à : 
2

1
2 d   

2

1
2 d  .  

10 d ,  01 d ,  
2

1
2 d  . 
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2. a. Soit n . 

La fonction  f  étant solution de )( E , elle vérifie : 

 1, x ,  xxfxxf  e)()1()( . 

  On obtient alors en dérivant  n  fois, par linéarité de la dérivation : 

 1, x ,  
 

n

xn

n

n
n

xx

xfx
xf

d

ed

d

)()1(d
)()(






 , 

d’où, d’après la formule de Leibniz, qu’il est licite d’employer car 1xx  et  f  sont de classe 
C  sur  1,  : 

 1, x ,  xn
n

k

kn

k

k
n xf

x

x

k

n
xf 



 










 e)1()(

d

)1(d
)(

0

)1()( , 

c’est-à-dire :   1, x ,  xnnnn xfnxfxxf   e)1()()()1()( )()1()( . 

En conclusion : 

 n ,    1, x ,   xnnn xfxxfn   e)1()()1()()1( )1()(  . 

b. Du résultat précédent on déduit que, pour tout n  : 

nnn ffn )1()0()0()1( )1()(   , 

donc, d’après  B. 1. b. :      n
nn

n

dndnn )1(!)1(!)1( 1

!)1(

 




, 

d’où :     1
1 )1(!)1()1(!)1(!)1( 
  n

n
n

nn dndndn . 

Il s’ensuit :           n ,   
!)1(

)1( 1

1








n

dd

n

nn  . 

Partie C : Trois chapeaux 

 Trois invités, trois chapeaux redistribués de façon aléatoire. 

 X :  nombre d’invités ayant retrouvé leur propre chapeau. 

1. a. Numérotons 1A , 2A , 3A  les personnes invitées. 

En considérant qu’un résultat de l’expérience aléatoire est la liste ),,( kji  telle que 1A , 2A , 3A  repartent 

respectivement avec le chapeau de  iA , jA , kA  : 

 l’univers    est l’ensemble des permutions des éléments de }3,2,1{ ,  

tous les événements élémentaires sont équiprobables, 

6!3)(Card  . 

 b.       )1,2,3(),2,1,3(),1,3,2(),3,1,2(),2,3,1(),3,2,1(  . 

c. On obtient alors sans difficulté le tableau de la loi de probabilité de  X : 

k 0 1 2 3 

)( kXP   31  21  0 61  
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2. Avec des notations standard : 

a.              )(E X 
 6

1
3

2

1
1)(

3

0k

kXPk 1  , 

b. 2
6

1
9

2

1
1)()(E

3

0

22 
k

kXPkX , donc, d’après la formule de Kœnig-Huygens : 

)(V X  12)(E)(E 22 XX 1   . 

Partie D :  n  chapeaux 

 *n ,  n  invités, redistribution aléatoires des  n  chapeaux. 

nX  :  nombre d’invités ayant retrouvé leur propre chapeau, )0(  nn XPp . 

Notons que bien évidemment nX  prend ses valeurs dans  n,0 . 

On prend pour univers    associé à l’expérience aléatoire étudiée l’ensemble des permutations des éléments de  n,1 , 

que l’on munit de la loi de probabilité uniforme  P. On a : !)(Card n . 

1. a.  Lorsqu’il n’y a qu’un seul invité, celui-ci repart avec son propre chapeau, donc : 01 p  . 

 Lorsqu’il n’y a que deux invités, de façon équiprobable soit chacun repart avec son propre chapeau, soit chacun 

repart avec le chapeau de l’autre invité, donc : 
2

1
2 p  . 

  D’après  C. 1. c. :  
3

1
3 )0( XP , donc : 

3

1
3 p  . 

b. Les résultats qui réalisent l’événements )0( 4 X  sont : 

)3,4,1,2( , )1,4,3,2( , )3,1,4,2( , 

)2,4,1,3( , )2,1,4,3( , )1,2,4,3( , 

)3,2,1,4( , )2,1,3,4( , )1,2,3,4( . 

Donc :                  4p 





234

33

!4

9
8

3
 . 

2. Par convention 10 p . 

a. Soient *n  et  nk ,0 . 

 Si nk  , alors la relation à démontrer s’écrit : 
!

1
)(

n
nXP n  , ce qui est vrai puisque )( nX n   est 

l’événement élémentaire :  « chaque invité repart avec son propre chapeau ». 

 Supposons maintenant nk   ( kn  est ainsi un entier supérieur ou égal à  1 ). Construire une redistribution des 

chapeaux qui réalise l’événement )( kX n  , c’est : 

 choisir les  k  chapeaux qui repartiront avec leur propriétaire, il y a 








k

n
 façons de le faire, 

 puis choisir une redistribution des kn  chapeaux restants de telle sorte qu’aucun ne soit attribué à son 

propriétaire, il y a )0(Card knX  façons de le faire, 
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donc :        )0(Card)(Card 







 knn X

k

n
kX . 

Sachant que l’on dispose des égalités : 

!

)(Card
)(

n

kX
kXP

n
n


 ,  

!)(!

!

knk

n

k

n











,  

!)(

)0(Card

kn

X
p

kn
kn







 , 

   on obtient :       knn pkn
knk

n
kXPn 


 !)(

!)(!

!
)(! . 

On peut ainsi conclure : 

* n ,    nk ,0 ,   
!

)(
k

p
kXP

kn
n


  . 

b. Pour tout *n , l’ensemble des valeurs prises par nX  est inclus dans  n,0 , donc :  1)(
0




n

k

n kXP , 

autrement dit, d’après la question précédente :  1
!

0





n

k

kn

k

p
. De plus, pour 0n , l’assertion :  « 1

!
0





n

k

kn

k

p
 » 

s’écrit : « 10 p  », ce qui est vrai d’après la convention fixée par l’énoncé, donc : 

 n ,   1
!0





n

k

kn

k

p
 . 

c.  Par convention :  10 p , et d’après la question précédente, pour tout entier naturel  n : 

1
!

1

0

1







n

k

kn

k

p
, 

   donc, en isolant le terme de la somme correspondant à 0k  :  1
!

1

1

1
1 








n

k

kn
n

k

p
p , autrement dit : 







 

1

1

1
1

!
1

n

k

kn
n

k

p
p . 

   Il s’ensuit que la suite )( np  vérifie les relations :   


















 .

!
1,

1

1

1

1
1

0

n

k

kn
n

k

p
pn

p


 

 De plus, d’après le principe de récurrence, ces relations permettent de calculer de proche en proche les termes de 

la suite )( np , puisque dans la somme 





1

1

1

!

n

k

kn

k

p
 ne figurent que des ip  avec .0 ni   

En conclusion :         )( np  est caractérisée par :  


















 .

!
1,

1

1

1

1
1

0

n

k

kn
n

k

p
pn

p


 

3. a. Soit *n . 

On a :  





















1

0

)1(

1
1010 !!)1(!

)()()(E
n

k

kn

kk

n

k

kn
n

k

kn
n

k

n

n

k

nn
k

p

k

p

k

p
kkXPkkXPkX

a.2.D.
, 

d’où :  







1

0

)1(

!
)(E

n

k

kn

n
k

p
X , et d’après la question  D. 2. b. :  1)(E nX  . 
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On peut interpréter ce résultat de la façon suivante : 

 en moyenne, un seul des invités repart avec son propre chapeau à la fin de la soirée  . 

b. 1X  est une variable aléatoire certaine, donc :  0)(V 1 X . 

Soit maintenant  n  un entier supérieur ou égal à  2. 

Commençons par calculer l’espérance de la variable aléatoire nn XX )1(   : 

    1
!!)2(!

)1()()1()1(E
2

0

2

2
200




 













n

k

kn
n

k

knkn
n

k

n

k

nnn
k

p

k

p

k

p
kkkXPkkXX

kk
. 

  De plus, par linéarité de l’espérance :    )(E)(E)(E)1(E
22

nnnnnn XXXXXX  , donc : 

  211)(E)1(E)(E
2

 nnnn XXXX . 

Enfin, d’après la formule de Kœnig-Huygens : 

)(V nX  12)(E)(E 22
nn XX 1  . 

4. 


















!)1(

)1(
,

1

1

1

0

n
ddn

d

n

nn
 

a. Pour tout *n , d’une part :  00)11(
1


n

nn
, et d’autre part, d’après la formule du binôme : 




























n

k

kn
n

k

knkn

k

n

k

n

00

)1()1(1)11( . 

  On en déduit :       * n ,   0)1(
0














n

k

kn

k

n
 . 

b. Pour tout  n  de  , notons nP  l’assertion  « 0)1(

0














n

k

kn

k

n
 ». 

 0P  s’écrit :  « 10 d  », donc 0P  est vraie. 

 Soit n . Supposons nP  vraie et démontrons que 1nP  est vraie, c’est-à-dire :  1
!

1

0

1







n

k

kn

k

d
. 

 On a :   
!)1(!

!)1(

)1(

!)1(!!!

0

0

1

0

0

1)(
1

0

1)(
1

0

1












 




















n

d

k

kn
d

n

d

k

d

k

d

k

d n

k

kn

knn

k

kn
n

k

kn
n

k

kn

b.2.B .
, 

 d’où : 

,)1(
1

!)1(

1
1

!)1(

1
)1(

1

!)1(

1
1

!)1(!)1(!

)1(

!!

1
1

0

1

0

0

0

1

0

1

0

1

kn
n

k

kn
n

k

n

k

knn

k

kn
n

k

kn

k

n

n

nk

n

n

n

d

knkk

d

k

d






























 













 


















 

 enfin, d’après la question précédente : 

1
!

1

0

1







n

k

kn

k

d
, 
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 ce qui prouve que 1nP  est vraie. 

D’après le principe de récurrence, on a démontré : 

 n ,   1
!0





n

k

kn

k

d
 . 

c. On déduit de la question précédente :   n , 





 

1

1

1
1

!
1

n

k

kn
n

k

d
d , donc la suite )( nd  vérifie : 



















 ,

!
1,

1

1

1

1
1

0

n

k

kn
n

k

d
dn

d


 

 et d’après la question  D. 2. c. : 

 n ,   nn dp   . 

5. a. 10 p  et d’après la question précédente et la question  B. 2. b. :  
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Un récurrence immédiate permet alors d’obtenir : 
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 . 

b. On sait que, pour tout réel  x, la série exponentielle  0 !n

n

n

x
 converge et a pour somme xe , donc : 

 

 la suite )( np  converge et  
e

1
elim 1  


n

n
p  . 

Ainsi, pour de grandes valeurs de l’entier naturel  n, la probabilité qu’aucun des invités ne retrouve son chapeau est 

proche de  
e

1
. 

 

-.- FIN -.- 

(Ouf !) 


