G2E 2013
PROBLEME 1

Partie A : Une densité de probabilité

La fonction Arctan est de classe > sur R, impaire, et : | lim Arctan =—§, lim Arctan =§

—00 +0o0

1
1+X

v xeR, Arctan’(x)= 5

| Arctan est strictement croissante sur R].

Notons ¢ la fonction : x — Arctan x + Arctan 1 2, =R", ¢ estimpaire, ¢ est dérivable en tout réel x non nul et :
X

go’(x):Arctan’(x)+_—1Arctan’(1J= : 1.1 _ 1 1 =0,
X2 X/ 14x% x? 1+i2 1+x2  x%+1

donc ¢ est constante sur chacun des intervalles J—oo, O[, ]0, + [, donc :

A XeR: , Arctan x+Arctan%= Arctan (1) + Arctan (%):ZArctan (1)=2><%: 5

et par imparité de ¢: VxeR", Arctan x+Arctan L = —g
X

Soient meR et la fonction f définie sur R par: f (x)= 1
1+x2

a. e La fonction mf est continue sur R. Si mf est une densité de probabilit¢ sur R, alors I’intégrale

.[_M m f (x)dx converge et vaut 1. Or, pour tout AR :

A
[Pmeodx=m[ "1 (x)dx:mj L dx=m[Arctan (x)]2 =mArctan (A),
0 0 01+x2

donc: Ilim jAm f (x)dx:mﬁ,ce qui prouve que IM m f (x)dx converge et vaut mZ.
A—>+07 0 2 0 2

De plus, f est paire, donc _[_Jroo m f (x)dx converge et J'_M m f (x)dx:ZXmg:mn.

On en déduit que, si mf est une densité de probabilité sur R, alors m = 1 .
T

e Réciproquement, si m =1, alors mf est continue et positive sur R et J.ﬂo mf (x)dx=1, donc mf estune
T —00

densité de probabilité sur R.

Enconclusion: | mf estune densité de probabilité sur R si, et seulement si, m = 1
T

b. Soit X une variable aléatoire de densité de probabilité ¢,
Y

En notant Fy la fonction de répartition de X, on a, pour tout réel x:

F _(*1 S R S | : 1 n
x (x)= ;f(t)dt_; e dt_; Arctan(x)—&m Arctan (t) == Arctan(x)+§ ,
—0 —o 14 —0

d’ou: vxeR, Fy (x)=%+lArctan(x)
Y
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A

c. Pourtoutréel A:

A A A
j xle(x)dx=lJ X dx:l[llnmx?)] ~ 1 h@+a2),
0 T TJo 1+x2 nl2 0 2m
A

+0o0
donc lim xxL (x)dx =+, ce qui prouve que I’intégrale J xx L f (x)dx diverge.
A—+0 J 0 T 0 T

+00

XXl f (x)dx est également divergente, ce qui prouve que X n’admet pas

Il s’ensuit que ’intégrale j
—o0 T

d’espérance, et donc pas davantage de variance (si une variable aléatoire admet une variance, alors elle admet une

espérance).

[ X n’admet ni espérance, ni variance. |

d. e Meédiane m, de X

vxeR, P(X gx):% < Fy (x)=% & %+1Arctan(x)=% < Arctan (x)=0 < x=0,
T

donc : m, =0
e Premier quartile Q et troisiéme quartile Q5 de X

De méme, pour tout réel x :

P(X£x)=% = Arctan(x)z—g < x=-1, P(X sx)zg = Arctan(x)zg & x=1,

donc : \Q1=—1, Q3=1\.

Partie B : Des matrices & coefficients complexes

M:{(Z zj (a,b,c,d)eC? et c;to}. VA:(EZ SJEM, pp: CoC, ZH:ZZ:;).
1. SoientAz(a b)eM et pp: CoC, ZHaZ+b.
c d cz+d
a. Immédiatement : Dy =C\{%} .
b. Supposons bc=ad. Alors, ¢ étant non nul, on peut écrire que b:% et:
aZ-‘r%_E z+%

VZE'@(PA’ gDA(Z): =

a
X —.
cz+d ¢ ;4.9 c
C

On en déduit que, |si bc=ad, alors ¢ 5 est une fonction constante | .




2.

C.

d.
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Supposons bcad . Alors, pour tout ze 2,,, ettout z'eC :
az+b
ppa(2)=1" & =7' < az+b=2'(cz+d) < (cz'-a)z=-dz'+b,
cz+d
H ' a . ' a bc-ad .. . a N
donc, si z =E,alors. pp(2)=27" & 0:—d;+b & T:o < bc=ad, ce qui implique que T n’admet
o ., a , —-dz'+b
pas d’antécédent par @ p, etsi z ;t;,alors: ppa(2)=1" & Zzﬁ.
Z —
On a ainsi prouvé que, | si bc=ad alors ¢, réalise une bijection de Z)m sur C\{%} , dont la bijection
réciprogue notée ¢ ,* est la fonction :
—dz+b
C\{ﬁ}—aC\{:Q}, -
¢ ¢ cz-a
De plus, en posant : | A" = b on a' et on peut considérer que | ¢ ;- =@ A
s . c —a ) . A A
A’ n’est bien sir pas unique : VAeC*, o p =ppn =04
a b d -b ad-hc 0 10
x = =(ad—bc) ,donc, |si bc=ad, alors |:
c d -c a 0 ad-bc 01
d -b
AX 1 :Iz,
ad—-bcl-c a
. " " ] 1 d -b P , ,
ce qui prouve que |A est inversible et | A =4 bcl—c a , ou encore, avec la définition de A’ précédente :
Al = 1 IX
bc—ad

Soient A; et A, deux éléments de M telsque AjA, e M :

a.

a; b a, b
Al:( 1 lJEM’ A, :( 2 ZjeM, AjA, eM aveccy =0 et c, 20.
¢, dy c; dy

a;a, +bsc, a;b, +byd
1%e mhire Tz T 2) ,etdonc cqa, +dsc, =0 puisque AjA, e M.

C1a2 +dlC2 Clb2 +dld2

Immédiatement: | Aj A, =(

b. Formellement :

a,z+hb,
a ——— —*th
CyrZ+d, _al(a22+b2)+b1(czz+d2)
a,z+b ¢y (a,z+b, )+d, (Crz+d, )’
¢, 22 2 .4 1(az 2)+dq (C; 2)
c,z+d,

Pn 20, (2)=0n (04, (2))=

(aja, +byc,)z+a1b, +byd,
(cqay +dyCp )z+Cqb, +dqd,

Pn °Pnay (z)=

c’est-a-dire d’apres la question précédente :

q)Al O¢A2 (Z):q)AlAZ (Z),

et I’énoncé nous invite a conclure 1 @ °@a, =@ p,, autrementdit que| A; A, estassociéea @p c@a,
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a b 4
3. A= . d eM, (a,b,c,d)eR" et bczad.
a. Démontrer : «si (x,y)eC? est un vecteur propre de A alors y=0 » revient & prouver que (1,0) n’est pas
1 a 1 a s
vecteur propre de A. Or: A[O]:(c] et c#0 (car Ae.M), donc [Ojet [c] ne sont pas colinéaires, donc

(1,0) n’est pas vecteur propre de A, ce qui achéve la démonstration.

Si (x,y)e<[32 est un vecteur propre de A alors y =0

b. Soit (x,y)eCxC*.
e y=#0,donc (x,y)=(0,0).

e bc=ad,donc A estinversible, donc 0 n’est pas valeur propre de A.

X X
On en déduit que (x,y) estun vecteur propre de A si, et seulement si, il existe A < C* tel que A(yjzi[yj.

De plus, sous la condition L€ C* :

aXyib=2%
ax+by=4x y y
X X ax+by X ax+by=4x X
A =A o =A o o s ex+dy=1y © < c2+d=4
y y cx+dy y cX+dy=21y a=0 extdve0 y=0 y
y=0 y c§+d #0
donc :
X X X a§+b X X X X
A[ j:ﬁ( ]<:>c—+d¢0 et == < ~el,, e gDA(—j:—.
y y y c§+d y y y y
Finalement :
(x,y) estun vecteur propre de A sietseulementsi ¢, (5j=5
y y
c. Soit zeC.

D’aprés la question précédente, (z,1) est un vecteur propre de A si, et seulement si, z € 17)¢,A et pp (2)=2.

Pour tout z eﬂ)q,A , c'est-a-dire pour tout nombre complexe z distinct de _d :
c
az+b

=7 & az+b=(cz+d)z < cz? —(a-d)z-b=0,
cz+d

pp(2)=71 &

d)? d ad-bc . q

de plus c(——) —(a—d)x(——)—b: et par hypothése ad —bc =0, donc (—?,1) n’est pas vecteur
c c c

propre de A.

Donc, pour tout ze C : (z,1) estun vecteur propre de A si, et seulement si, cz 2 +(d-a)z-b=0.
Considérons I’équation (E) du second degré, a coefficients réels, d’inconnue zeC : ¢z 2 —(a-d)z-b=0.

(E) admet pour discriminant le réel A définipar: A=(a—d)? +4hc.
Supposons A=0.

Alors (E) admet dans C deux solutions distinctes z, et z,. En posant u; =(z4,1) et u, =(z,,1), il s’ensuit

que u; et u, sont des vecteurs propres de A. De plus, u; et u, ne sont pas colinéaires, donc la famille (u; ,u,)

4
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est libre, donc, comme famille libre de deux vecteurs du C-espace vectoriel C?2 de dimension 2, (u; ,u, )est une
base de C2.
Ainsi, la famille (uq,u, ) est une base de C? formée de vecteurs propres de A, ou Ae M, (C), donc A est

diagonalisable. On a ainsi démontré :

(a—d)? +4bc=0 = A diagonalisable|.

d. Si A est diagonalisable, alors il existe une base de C?2 formée de vecteurs propres de A. Or d’aprés 3. a., tout
vecteur propre de A est colinéaire a un vecteur de deuxiéme composante égale a 1, donc il existe des nombres

complexes z; et z, distincts tels que (z;,1) et (z,,1) soient des vecteurs propres de A. D’apres le début de la
question 3. c., il s’ensuit que 1’équation (E) : cz? +(d—a)z—b=0 admet deux solutions distinctes dans C, et

donc que son discriminant (a—d)? +4bc est non nul. On a ainsi prouvé la réciproque de 1’implication démontrée a

la question 3.c.:

A diagonalisable = (a—d)2 +4bc=0 |.

wo() (2 5) o4 )

Les matrices B, C et D sont des éléments de AL, (C) dont le coefficient de position (2,1) est non nul : ce sont bien

des éléments de M.

a. D’aprés la question 1. : B estinversible et B 1 :(—(i) ﬂ

10
b. On obtient immédiatement : | C 2 :[O 1) , autrement dit CxC =1, ce qui prouve que C est inversible et :

ct=cC.

C est une matrice carrée d’ordre 2 inversible, donc |le rang de C est égal & 2].

C. Onsaitdéja: ctl=c

Une récurrence immédiate permet d’écrire :

I, sin est pair,

pour tout neN, C" = ) o
C si n est impair.

Z +11 . On vérifie immédiatement que D est bien diagonalisable en exploitant

d. ¢p estlafonction: C»C, z+

le résultat de la question 3. ¢). On obtient ensuite facilement :

VZeZJ@D, op (2)=7 < 722 +1=0 < (z=-iou z=i),

donc (—i,1) et (i,1) sontdes vecteurs propres de D.

De plus :

oy G el ol el

On en déduit que les valeurs propres de D sont 1+i etsonconjugué 1—i .
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On sait alors qu’en posant :

P estinversibleet D=PAP L.

1 —i i 1 —i i 1
Toujours grace au résultat de la question 1.d.: Pt = LZ( ) ij:l[ _]: l[ _ j ,
- I p— p— p— —

On démontre facilement par récurrence : V peN, DP =PAP P71,
On en déduit, d’apres les régles opératoires sur les matrices diagonales :
1+i)P 0
VpeN, DP =P (1+1) Pt
0 (1-i)P
puis, en injectant I’expression de P et celle de P 1 et en utilisant les formules d’Euler :

vpeN, Dp=(ﬁ)p£_czisn((pp§)) ZLZEE?)J |

Ce dernier résultat s’obtient facilement par récurrence en utilisant les formules d’addition une fois que 1’on a écrit :

5_J3 % % NG cos(%) sin(%)
_% % —sin(%) cos(%) '

N

cos(x) —sin(x)

Eneffet,enposant: VxeR, R(x)=| .
sin(x)  cos(x)

j ,ona: D=R (—%), et un exercice classique donne :

vxeR, Vv peN, (R(x))? =R(px).

Partie C : Des variables aléatoires

Les points d’affixes 1 et i sont

J respectivement notés | et J.

He]—g,g[, zy =e'?)

>
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-
o
[ ]

N est un point du cercle de diamétre [O | ], distinct de O (car —%<9<%).

Sideplus 60, alors N = I et le triangle ON I estrectangleen N ;il s’ensuit: ON =01 cos(8) =cos(8).

Cette relation restant vérifiée lorsque @ =0, on peut conclure : | ON =cos(89) |.

e Pardéfinitionde M et N: z, =ON z,,,donc:| zZy =cos(8)e'?

b. o zyed,, et:

iy 1Y e ' ) [, cos(0)-isin(d) . —isin(0)
(/)B(ZN)_T_I( 1+ j—l[ 1+ J—I[ 1+ 03(0) j—l c03(0) ,

doir | pe (zn) =tan(0) |.

e Pour tout He]—g,g[\{O}, tan(0) =0, donc ¢g (zy ) €D, et:

pc °(pg (zn))=0c (tan(0))= tan%@) :tan(%—e),

1
tan(9)

voel-2,2[\{0}, (pc opa )2y )=

e Pour tout ee]—g,g[\ {%} tan(9) =1, donc pg (zy ) €D, et:

tan(0)+1 _ tan(@)+tan(3) .

¢p °(98 (zn))=¢p (tan(0))= ~tan(0)+1  1_tan(0)tan(%)
)

1+tan( @)
VOel|-Z,21\\&, ° IN)=T———
T N A RN G B e
2. Onnotera Fy Ia fonction de répartition d’une variable aléatoire U.
H Y
0 si x<-2
0 BIU | ;o[ T=tan0. Fo (x)=dL1(x+Z) si ~Zax<X
-2z T 2 2 2

LT
1 5|x_2.

a. Pourtout réel x:
Fr (X)=P(T <x)=P(tand<x),

or @ prend ses valeurs dans ]—% %[ et Arctan est croissante, donc :
Fr (x)=P(#<Arctan (x)),

de plus @ suit la loi uniforme sur ]—%%[ et —% < Arctan (x) <§, donc :

Fr (x) =1 (Arctan (x)+ %) =%+3Arctan (x).

Finalement: Vv xeR, Fr (x)=Fy (x),cequiprouveque [T suit la méme loi que X].

_ 1
tan(0)

b. Notons Y lavariable aléatoire représentant (¢c opg )(zZn ) @ Y

Y est définie partout sauf sur I’événement {6 =0} de probabilité nulle.
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Pour tout réel x: FY(X)=P(YSX)=P( 1 sx).
tan @

D’ou:

e Vxe]-ow, 0],

Fy (X)=P(5<tan6<0)=P(:<T <0)
(VaeR* vbeR", Ll<p o %sa<0),
a

Fy (x)= P(%< X <0) car T suitlaméme loi que X et X est a densité,

Fy (X)=Fy (0)=Fy (%):%—(%Jr%Arctan(%)) = —%(—%—Arctan(x)):%+%Arctan(x) :

e Vxel0, +of,
Fy (x)=P(tan 6 <0)+P(tan 6>3)=P(tan 6 <0)+1-P(tan 6 <1) =P (X <0)+1-P(X <)
(VaeR* vbeR", l£b<:>(a<0 ou az%)),
a

Fy (x):%+1—Fx (%):%—(%Jr%Arctan(%)) N 1—%(§—Arctan(x)):%Jr%Arctan(x).

* R (O)zp(taie

sO)=P(tan49<O)=P(X <0)=P(X <0)=Fy (0):%.

On a ainsi obtenu : vVxeR, Fy (x)=Fyx (x),

ce qui prouve que |Y suit la méme loi que X].

3. S: lavariable aléatoire représentant (¢p o @g N(Zy )-

a. S est définie partout sauf sur I’événement {6 = %} de probabilité nulle.

e VteR, Fg(t)=P(S st)zp(wst).

1-tan @
La fonction XHT_—X réalise une bijection de R\{1} sur R\{-1}, strictement croissante sur chacun des
—X

intervalles ] —co, 1[ et 1, +oo [, de bijection réciproque : R\{-1}—>R\{1}, tH%-
+

On en déduit :
¢ Vte]-oo,-1],

t-1 t-1 t—-1
Fs (1)=P|l<tan0<— |=P|1<X<— |=Fy | — |-Fx (1),
s (1) ( t+1) ( t+1) X (t+1) x (1)

Fs (t):l+lArctan(t—_l)—(l+lArctan(l)):lArctan (t—_lj—l ;
2 n t+1 2 =« T t+1/) 4

o Vite]-1, +oo,

Fq (t)=1-P(S >t)=1—P(ﬂ<tan9<1):1—P(ﬂ< X 31)=1—FX (1)+Fy (ﬂ) ,
t+1 t+1 t+1

Fs (t)=1—§+l+iArctan (ﬂj=§+1Araan (Ej ;
4 2 = t+1) 4 =« t+1
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e [ (-1)=P(l<tan@)=1-P(tan #<1)=1-P(X <1)=1-Fy (1)=1—%:%.
En résumé :
—1+lArctan(X—_1) si x<-1
T X+1
vxeR, Fg(x)= % si x=-1
§+£Arctan(x—_1) si x>-1.
4 1 X+1

e g estclairement de classe 8! (et méme de classe € ) sur chacun des intervalles ] —oo, —1[, ] -1, +oo [.

Sans difficulté :  lim Fg (x)=—
Xx—-1

FNIE

n 1 iy Fs(x)=§+lx(—ﬁ)=l,
n 2 4 x-- 4 & 2 4

< >

donc: lim Fg (Xx)=Fg (-1)= lim Fg (x), ce qui prouve que Fg estcontinue en —1.
X—>-1 X—>-1

< >

Finalement, Fg est continue sur R, de classe €' sur R sauf éventuellement en —1, donc :

|S est une variable aléatoire & densité | .

e On sait que toute fonction positive sur R qui coincide avec F¢ sur R\{—1} est une densité de S.
Notons ¢ lafonction: x— Arctan (X—_ij . On a, pour tout réel x distinct de —1:
X+

x=1_x+1-2 _, 2

x+1  x+1 X+1"
' 2 1 2 2 1
¢’ (x)= 2~ 2 2 2 5.2 - 2
(x+1) 1+(x;1) (x+1)% +(x-1)° 2x*+2 1+x
X+1
Onendéduit: VxeR\{-1}, Fg (x):l 1 __1 f (x),ou 1§ est une densité de X,
Tlyx2 W T

donc 1 f est également une densité de S
T

b. D’aprés les questions 2. a. et 3. a., les variables aléatoires S et T suivent la méme loi que X, donc :

[S et T suivent laméme loi].

4. Pour tous entiers naturels n et p: (¢, °@ n o@s NZn) =0 ((pcn (pg (zy ))) et

e lavariable aléatoire T qui représente @y (zy ) suitla méme loi que X;
e pour tout neN, pour toute variable aléatoire U suivant la méme loi que X, @ (U) suit la méme loi que X et

P (U)=U 0t o, (U)=pc (U) (B.4.¢,C.2.b);

e pourtout neN, pour toute variable aléatoire U suivant la méme loi que X, Pop (U) suit la méme loi que X (par

récurrence, en utilisant que ¢p (U) suit la méme loi que X (C.3.Db.) et Popit =9 °Pp (B.2.b)).

On en déduit :

quels que soient les entiers naturels n et p, la variable aléatoire

représentant (gon °Pon °PB )(zy ) suitla méme loi que X.




G2E 2013
PROBLEME 2

Partie A : Une fonction

1. (E): y+(x—-1)y'=e * arésoudre sur I’intervalle | —oo, 1].

Sur I’intervalle | —oo, 1[, (E) est équivalente a 1’équation différentielle linéaire du premier ordre (F) :

x-1" x-1'
de la forme y’+a(x)y=b(x), ol les fonctions a et b sont continues sur | —oo, 1.

a. Sur ]-oo, 1[, I’équation différentielle homogéne (E,) : y+(x—1)y'=0 associée & (E) est équivalente a
I’équation différentielle homogéne (Fg ) : y’+i1 y=0 associéea (F).
X_

Lafonction A: ]—oo, 1[—>R, x> In|x—1| est une primitive de la fonction a: Xi> —1 et

x-1

vxe]-w,1[, e 1 _ 1

[x—1] T1-x

On en déduit I’ensemble |, des solutionsde (Eg ) :

5 ={ (]—oo, 1[-R, XH&), AeR }:{ (]—oo, 1[-R, xr%ﬁj, ﬂER}

b.  Appliguons la méthode « de variation de la constante » en déterminant une solution particuliere f, de (F) (et donc

A(Xx
de (E)) sur | —oo, 1[ delaforme x> ( ),ou A est une fonction dérivable sur | —oo, 1[.
1 A'(x)
Ona: Vxe|—-o,1], f} (x)+——f, (x)=——=,donc:
€]-o,1] p()x_lp() 1
A" (X —X
(fp est solution de (E)) & VXxe]—o,1], x(—l)zi—l & Vxe]-o,1[, A'(x)=e7*.

On en déduit que la fonction : | -0, 1[ >R, x> — est une solution particuliére de (E) sur | —oo, 1[.

Xx-1

N , . —e X X 1
otons que 1’on peut écrire : VXe]—oo,l[, = = .
x-1 1-x eX(1-x)

Sachant que la solution générale de (E) sur ]—oo, 1[ est la somme d’une solution particuliére de (E) sur

] —oo, 1 et de la solution générale de (E,) sur | —oo, 1[, on obtient I’ensemble ¥ des solutions de (E) sur

], 1[:
S=11]-», 1[>R, Xis—1 A , 1eR
e (1-x) x-1
1
2. Vxel]l-mo,1[, f(X)=—"—
e* (1-x)
a. Pourtout réel A, notons f, lafonction: |-, 1[ >R, Xis—1t A
eX (1-x) x-1

On a les équivalences suivantes:  f,; (0)=1 < 1-1=1 < A1=0.

10
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On en déduit que‘ f est I’unique solution de (E) satisfaisant a la condition initiale y(0)=1 ‘

b. e festsolutionde (E),donc: Vxe]-oo,1[, f(x)+(x-1)f'(x)=e"*.1lsensuit :

vxe]-mo, 1], f'u):_li@—x_f(m):;L{;L_ 1 J X

X— x=1{ X e*(1-x)) e*(x-1)2
Donc, sur |-, 1[, f’(x) est du signe de x, ce qui implique que f est strictement décroissante sur

] =0, 0] et strictement croissante sur [ 0, 1[.

o f(x) ~ -1 et lim xe* =0~ (croissances comparées), donc: lim f (x)=+0.
X—-0 yaX X—>—00 X—>—00

Sans indétermination : lim f (x) =+0.
x—1
<

f'(x) - 0 +

f(x) .

Pour tout x appartenanta | —oo, 1] :

1
—X

f(x)=e*
(x) 7

:(1—x+lx2+ 0 (xz))(l+x+x2+ 0 (xz))
2 x—0

x—0

=(1+x+x2)+(—x—x2 )+lx2 + 0 (x2 ),
2 x—0

d’ou: f(x):1+lx2+ 0 (x2)
2 x—0

Partie B : Une suite

Pour tout neN, onnote d, le coefficient de x" dans le développement de f (x) au voisinage de 0 a I’ordre n.

a. La fonction f estde classe € sur | —oo, 1[, donc f admet un développement limité en 0 a tout ordre, ce qui

justifie que | d , existe pour tout neN ‘ .

n (k) (g
b. D’aprés la formule de Taylor-Young, pour tout neN : f (x) = z%xk + 0 (x").
k=0 : x—0
. o . f (M (0)
On en déduit, par unicité du développement limité¢ : | vneN, d, =
f (0 f'(0
On a: d :Lzlzl, d, =L:O ; de plus, on a déja obtenu: f(x):1+lx2 + 0 (x2), ce qui
or 1 1! 2 x—0

s 1 1
conduita:d, == |d, == 1.
2 =5 2=5

do =1, dl =O, dz :% .

11
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Soit neN.
La fonction f étant solution de (E), elle vérifie :
Vxe]—oo, 1[, f(x)+(x-1)f"(x)=e"%.
On obtient alors en dérivant n fois, par linéarité de la dérivation :

vxe]-o 1[, £ (x)+d" (-DF'(x) _d"e™

dx" dx"

d’ou, d’aprés la formule de Leibniz, qu’il est licite d’employer car x —> x—1 et f sont de classe € sur | —oo, 1] :

D  (X=1) L (mak -

Vxe]-w, 1], f('”(x)+z(k)—kf(”+ Y(x)=(-D"e™,
k=0 dx

cest-a-dire: Vxe]—oo, 1[, ™ (x)+(x=1)f ™ (x)+nf (M (x)=(-1)" e~ *.

En conclusion :

vneN, Vxe]-ow, 1[, (n+1)fM™ (x)+(x=1) f (™D (x)=(-1)" e

Du résultat précédent on déduit que, pour tout neN :

(n+1) £ (M (0)— £ (™) (0) =(-1)",

donc, d’aprés B. 1. b.: (n+l)ntd, —(n+1)d,,; =(-1)",
%,—/
(n+1)!
d’ou : (n+)'d,y =(n+1)d, —(-1)" =(n+1)!d, +(-1)™,
_1 n+l
Il s’ensuit : vneN, dn+1=dn+( )
(n+1)!

Partie C : Trois chapeaux

Trois invités, trois chapeaux redistribués de fagon aléatoire.

X:

a.

C.

nombre d’invités ayant retrouvé leur propre chapeau.
Numérotons A;, A,, Az les personnes invitées.

En considérant qu’un résultat de I’expérience aléatoire est la liste (i, j,k) telle que A;, A,, Az repartent

respectivement avec le chapeau de A;, A, Ay :

l’univers Q est I’ensemble des permutions des éléments de {1, 2, 3},

tous les événements élémentaires sont équiprobables,
Card(Q)=3!=6.

[©={(12,3),(13,2),(2,1,3).(2,3,1). (31,2). (3,2,1) } |.

On obtient alors sans difficulté le tableau de la loi de probabilité de X:

k o | 1] 2|3
P(X=k) |1/3 [1/2| 0 |1/6

12



G2E 2013

2. Avec des notations standard :

a. E(X)= ZKP(X k)=1x= +3><— j

k=0

b. E(X )= Zk P(X=k)= 1><—+9><g—2 donc, d’apres la formule de Koenig-Huygens :

k=0
V(X)= E(X?)-E®(X)=2-1=1].

Partie D : n chapeaux

neN*, n invités, redistribution aléatoires des n chapeaux.
X, : nombre d’invités ayant retrouvé leur propre chapeau, p, =P (X, =0).
Notons que bien évidemment X , prend ses valeurs dans [0, n].
On prend pour univers Q associé a I’expérience aléatoire étudiée I’ensemble des permutations des éléments de [1, n],
que ’on munit de la loi de probabilité uniforme P.Ona: Card (Q)=n!.
1. a. e Lorsqu’il n’y a qu’un seul invité, celui-ci repart avec son propre chapeau, donc ;| p; =0

e Lorsqu’il n’y a que deux invités, de fagon équiprobable soit chacun repart avec son propre chapeau, soit chacun

repart avec le chapeau de 1’autre invité, donc :| P, =%

e Daprés C.l.c.: P(X3=0)=1 donc:| pg=3

b. Les résultats qui réalisent I’événements (X, =0) sont:
(2,1,4,3), (2,3,4,1), (2,4,1,3),
(3,1,4,2), (3,4,1,2), (3,4,2,1),
(4,1,2,3), (4,3,1,2), (4,3,2,1).

Donc : Py = 9 __3x3 :g

41 4x3x2

2. Par convention pg =1.

a. Soient neN* et ke[0,n].

e Si k=n, alors la relation a démontrer s’écrit: P (X, :n):i', ce qui est vrai puisque (X, =n) est
n:

I’événement élémentaire : « chaque invité repart avec son propre chapeau ».

e Supposons maintenant k =n (n—Kk est ainsi un entier supérieur ou égal a 1). Construire une redistribution des

chapeaux qui réalise I’événement (X, =k), c’est:
ee choisir les k chapeaux qui repartiront avec leur propriétaire, il y a [kj fagons de le faire,

ee puis choisir une redistribution des n—k chapeaux restants de telle sorte qu’aucun ne soit attribué a son

propriétaire, il ya Card (X ,,_, =0) fagons de le faire,

13
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n
donc : Card (X, =k)=[kJCard(Xnk =0).
Sachant que 1’on dispose des égalités :
Cad(X, =k ! Card (X =0
p(xn:k):# n :n—’ Pk :ﬁ,
n! k) k!(n-k)! (n=k)!
on obtient : nIxP(X, :k):mx(n—k)!pn_k.
On peut ainsi conclure :
Pn-k

vneN*, Vvke[0,n], P(X,=k)=

k!

n
Pour tout neN*, I’ensemble des valeurs prises par X, est inclus dans [0, n], donc: Z P(X, =k)=1,
k=0

n n
autrement dit, d’aprés la question précédente : Z Pk =1. De plus, pour n=0, I’assertion : « Z pl:]k

k=0 ' k=0

=1 »

s’écrit : « py =1 », ce qui est vrai d’apres la convention fixée par I’énoncé, donc :

n
Pnx
vnelN, I;) 0 =

e Parconvention: p, =1, et d’aprés la question précédente, pour tout entier naturel n :

n+1

z p n+ll—k -1,
o k!
e Ptk
donc, en isolant le terme de la somme correspondanta k=0 : pp,; + . =1, autrement dit :
k=1
n+l
Pk
o =1- 3,
k=1 :
Po =1
1 s’ensuit que la suite vérifie les relations : Wl _
q (Pn) vneN, poy =1_Z pnlzllk .
k=1 -

e De plus, d’aprés le principe de récurrence, ces relations permettent de calculer de proche en proche les termes de

n+1

la suite (p, ). puisque dans la somme z Ptk ne figurent que des p; avec 0<i<n.
k=1
Po =1
En conclusion : est caractérisée par : n+l -
(pn) p vneN, Pra :1_2 Pn+1-k .
k!
k=1
Soit neN*.
n n n n n-1
Pnk Pnk Pn—(k+1)
Ona: E(X,)=) kP(X,=k)=)> kP(X,=k) = k = = —_—,
(Xa) kZ:;‘) (X =K) kzzl (X )D.Z.a.kZ:;‘) k! kzzl(k—l)!k+1<—k = k!
. L Py . ,
d’ou: E(Xn):kgoT,etdapreslaquestlon D.2.b.: | E(X,)=1].

14
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On peut interpréter ce résultat de la fagon suivante :

[en moyenne, un seul des invités repart avec son propre chapeau a la fin de la soirée] .

b. X estune variable aléatoire certaine, donc : V(X;)=0.
Soit maintenant n un entier supérieur ou égal a 2.
Commengons par calculer I’espérance de la variable aléatoire (X, —1) X,
n

pn K Pnok
E((X, -1)X, )= Z(k kP (X, =k)= Z(k Dk Z(|< )1 ke2ek Z o

= k=0

De plus, par linéarité de Pespérance : E((X,, —1) X, )=E(X %=X, )=E(X,2)-E(X,),donc:
E(X,2)=E((X, -1)X, )+E(X,)=1+1=2.

Enfin, d’apres la formule de Keenig-Huygens :

V(Xn)= E(Xp?)-E?*(X,)=2-1=1].

do :1
4. _1 n+l
vnelN, dnﬂ:dn+L
(n+1)!
a. Pourtout neN*, dune part : (1-1)" =0" = 0, et d’autre part, d’aprés la formule du binéme :
n>
- (M), k K _ N k(N
(1—1>“=Z[ ]1 (D" = ()" ( )
k=0 k k=0 k
n K n
On en déduit : VneN*, > (-1)" (kao
k=0

n n
b. Pourtout n de N, notons P, I’assertion « Z (-1) n-k [kao ».
k=0

o Py s’écrit: « dg =1 »,donc P, est vraie.

n+l ¢
e Soit neN. Supposons 2, vraie et démontrons que 2,4 est vraie, ¢’est-a-dire : z —nk g,

o k!
_l n+1-k
gy Mdiga & dink)a do 2 dn_k+((n+)1—k)! do
Ona: Y === =y n - z + ,
o k! s k! b k! (n+1)! B.2.b. (T k! (n+1)!
d’ou:
14 - nd n 1 n+1-k d
Z n+1-k =Z n-k +Z ( ) n 0
o k! o k' o kI(n+1-k)! (n+1)!
1(n+l
14 1 Z + (_1)n+1—k +;
(n+)!1= Lk (n+1)!
n+l n41
:l+ 1 + (_1) n+1-k ,
(n+D)'= Lk
enfin, d’apres la question précédente
n+ldn+l—k
T
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ce qui prouve que P, est vraie.

D’apreés le principe de récurrence, on a démontré :

nd
vnelN, Z nk _1q
b k!

n+l o
On déduit de la question précédente : VneN, d,; =1-) n|:—1|4( donc la suite (d,, ) Vérifie:
k=1 :

dg =1
n+l d
vneN, d,4 =1_Z n+1;k’
o k!

et d’apres la question D. 2. cC.:

vneN, p,=d, |

(_1) n+l

po =1 et d’aprés la question précédente et la question B.2.b.: VneN, p. =p, +W :
+1)!

Un récurrence immédiate permet alors d’obtenir :

_1)k
vneN, p,=>] ( k2
ko X

n
. . o] . X
On sait que, pour tout réel x, la série exponentielle Z —— converge et a pour somme e*, donc :
n!

n>0

la suite (p,, ) convergeet lim p, et _1
N—-+c0 e

Ainsi, pour de grandes valeurs de 1’entier naturel n, la probabilité qu’aucun des invités ne retrouve son chapeau est

proche de 1 .
e

-~ FIN --
(Ouf 1)
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