MATHEMATIQUE

» DUREE : 2 HEURES

Exercice 1

Un enfant cffectne n lancers d'nn dé équilibré. 11 gagne nne bille si le résultat est pair et en perd une si le
résultat cst impair.

1. Soit X la variable aléatoire égale an nombre de partics on le résnltat est pair. Déterminer sa loi, son
cspérance ct sa variance.

On suppose gue Pon est dans les conditions de 'approximation normale.

X-5 =21
2. Montrer ¢que P 2> 2] >0,95 cquivant & n < 162.

3. Soit G = 2X — n. Que représente G 7 Déterminer Pespérance et la variance de G.

4. Donner 1n majorant dn nombre de lancers n ponr ¢ue 'on ait an moins 1ne probabilité égale & 0,95 ponr
perdre 20 billes an plus.

Le tablean snivant comporte des valenrs approchées de la fonction de répartition ¢ de la loi normale centrée
réduite :

[ [ 1,645 [ 2,054 | 2,326 [ 2,576 | 3,090 |
[é(x) | 0,950 | 0,980 | 0,990 | 0,995 | 0,999 |

Exercice 2

Soit A = . On &'inréresse a Péeguation (1) : X2 42X = A d’inconmie X € My(R).

N =N
_ N = N
N =N
N =N

1. Justifier que A est diagonalisable.
2. Montrer que le polynome caractéristique de A est x4(X) = X2(X — 6)(X +2).
3. Déterminer le rang de A. Justifier alors e 0 est bien valenr propre de A de multiplicité 2.

4. Préciser une matrice D diagonale ct une matrice P inversible telles que A = PDP™L,
On ne demande pas P~L

5. Montrer que (1) sc raméne a une équation de la forme Y2 4+ 2Y = D.

6. Montrer que cette dernigre éguation e tameéne a unc équation de la forme Z2 = D+ 1 on I cst la matrice
identite de taille 4.

7. Conclure gque Péguation (1) n'a pas de solution. On pensera a utiliser la notion de déterminant.
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Exercice 3

Soit f la fonction définic sur R? par f(z,y) = N

1. Calenler los dérivées particlles de f sur R2\{(0,0)}.
2. Justifier que f admet des dérivées partielles en (0,0). Les donner.

On dit qi'ine fonction g : R? — R vérifie (%) si los trois hypothéses snivantes sont satisfaites :

9(0,0) =0.
— g cst de classe G sur R2.
0
(o) € B 052 0.0) + 5 o) = 2£(o.0),

3. Montrer que la fonction f vérific ().

4. Soit U =R% x R. Pour (z,y) € U, on posc u =z ct v = Y Soit g : U — R unc fonction de classe ¢! sur
x

U ot G définic par G(u,v) = g(u, uv).

Jg

o dg ¢ L 0G
a) Montrer que : V(z,y) € U, z-=(x,y) + y@(m, y) = u%(u,@).

ox

b) En déduire toutes les fonctions g : U — R de classe C! sur U vérifiant 1'équation :
dg g
E r==(x,y) + y==(z,y) =0
(Bo) 5 (2.y) Yy, Y)

¢) Montrer que g verifie (E) : r@(z y) + y@
ox dy

En déduire toutes les fonctions g : U — R de classe Cl sur U vérifiant (E).

(z,y) =2 f(z,y) si et sculement si g — f verific (Ep).

Baréme : 5 pts pour Uexercice 1; 8 pts ponr Uexercice 2 7 pts ponr Uexercice 3.
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