GORRIGE

EXeRcice 1
1)
ke
a) Pour tout entier k > 2, In(k — 1) < f Inz dz <Ink car la fonction In est croissante
k=1

sur R}, On en déduit:

ke fet-1
f ln:cd.tglnkgf Inz dr
k-1 ik

b) Soit n > 2 un entier. En faisant varier k de 2 i n et en additionnant, membre i membre,
les inégalités établies dans la premiére question, on obtient
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o
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14
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n n n+1
f Inz dz < Zlnkﬁ/ Inz dz
1 = 2

On conclut en remarquant que In(n!) =In(2x ---xn) =3 Ink.
k=2

¢) La fonction x — xlnx — x est une primitive de la fon.ct_ion In. On en déduit
T 41

f Inzdzr=nlnn—n+1 et f Inzdr=(n+1)nrn+1)—(n+1)—2In2+2.
1 2

d) De ce qui précéde, on déduit

nlnn—n+1<lnm)<(n+ Dlnn+1)—(n+1)—-2In2 4 2.

Dotk
1 1 (]n(n!){ (n+1)In(rn+1) n+1 2m2-2
Inn  nlnn = nlnn — nlnn ninn nlnn
In(n!
Par encadrement lim L =1
n—+oo plnn
2)

a) Notons f la fonction x v zInz définie sur]0, +oo|. Elle est strictement positive sur |1, +ool.
Donc la fonction _.1? est bien définie sur |1,+oc|. Pour fout x €]0,+oo[, f'(z) = 1 +Inz. [’
étant positive sur [1,4o00[, [ y est croissante. Il s’en suit que } est décroissante sur |1, +o0].

; . 1 nt+l  dgp
Il en résulte que pour tout entier n > 2, > f dz.
1n n :

b) Soit N > 2, un entier. £n faisant variern de 2 @ N et en additionnant, membre d membre,
les inégalités établies dans la question précédente, on obtient

N 1 N+l

! T
> 2 f
—nlhn 2 zlnz

¢) La fonction x — In(Inz) est une primitive de la fonction Jlr Done

N+l dx
f = In(In(N + 1)) — In(In2)
2 rlnz
1
Or lim In(In(N + 1)) —In(ln2) = +c0. La série Z est donc divergente, d’aprés la
N—+oo Sinlnn
question précédente. .

d) D’aprés la question 1)d), les termes générauz des deux séries positives — e —
) Dap a )d), g ! Zn]rm 2 In(n!)

n>=2
sont équivalents. Elles sont donc de méme nature.
D’aprés la question précédente, la premiére série est divergente, d’ot la divergence de la
deuriéme.
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EXERCICE 2
1)
a) On obtient S = 21, d'ot'’XSX = 2(z? + 3* + 2%).
b) On a AX = AX et done 'X'A = N'X |, d'ou:

NAX ="XAX = M2+ 2 + 27)
c) D'apres les deux questions précédentes:
2@ +y' +2%) ='XSX = é’x(A +'AX = NMz* +y* + 2P
Comme X est un vecteur propre, il est non nul et donc 2> + 1> + 22 #0. Do A = 2.

2) Supposons qu'il existe une matrice réelle D diagonale et une matrice réelle inversible telles
que : PTYAP = D. Les valeurs propres de A sont donc toutes réelles et valent 2 (d’aprés la
question précédente), D serait donc égale d 21 { ol I est la matrice identité d’orde 3). Ainsi
A= PDP' =2 et donc: a =b=c=0. Ce qui conlredit les hypothéses de l'énoncé.
Conclusion: A n'est pas diagonalisable.
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EXxeRrciceE 3
1) La fonction f est positive sur IR, continue sur IR* et on remarque gu’elle est continue en 0.
+oo
Dans ces conditions f sera une densité¢ si et seulement si Uintégrale I = f f(t)dt converge

et vaut 1. oo
Or f est nulle sur R*, done 1 =[ f(t)dt.
1]

T 27T —ad -
Pour tout x > 0, f fl)dt = [—eT] = 1—¢e72 . Comme lirll ez =0, on alors
0 0 T—HT00

X
lim f f(t)dt = 1. Ainsi I = 1. Conelusion: La fonction f est une densité.
r=+o0 [

2)
a) Pour tout x <0, F(z) = f f(t)dt =0 ( car f est nulle sur ] — oo, x|).
Pour tout z > 0, F(@) = [~ f(tydt = f fodt+ [ty =041 —eF —1-eF. En

résumé

F(z) =0 siz<0.
F(z) l—e2  siz>0.

b) Soit Y une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. On sait que E(Y) = 0 et
V(Y)=1. OrV(Y)=E(Y?) - E(Y)? (d’aprés Koenig Huygens). Par conséquent E(Y?) = 1.

o =t2 +oo . _2
Muis par définition, }:',‘(Y2 te~r dt, done / t2e=dt = v2r. La fonction

—

1 +o00
. ) = V27 -/;oo
t {27 étant paire, on peut affirmer sans probléme que :

+0o0 —t? V2T
f e dt =
0 2

On a done:

B0 = Lr”“’“" - f_um Lf“)d“’fnmﬁf(t}dt = 0+fn'mf.2re'-—izdt = @
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