MATHEMATIQUES

DUREE : 2 HEURES.

CONSIGNES

Aucun document n’est autorisé.
Calculatrices interdites.

SUJET

EXxercice 1

Soit X une variable aléatoire de loi nniforme sur [D. l]. On pose ¥ = In(X).

1. Déterminer la fonction de répartition de Y. En déduire que ¥ adiet une densité nulle sur [0, +0o[ et qui vant &
pour tout t < 0,
2. Montrer que ¥ admet une espérance. la déterminer. Calenler la variance de ¥

100
3. Soit Xy, XNg, ... Njoo, des variables aléatoires indépendantes de méme loi que X. On pose 2 = H Xy
=1

a) Déterminer Pespérance et 1'écart-type de la variable 5 = In(Z).
b) Donmer une valenr approchée de la probahilite P(Z > 1030,

Le tablean suivant comporte des valenrs approchées de la fonction de répartition ¢ de la loi normale centrée réduite :

[ a |18
9

5 [ 2,064 [ 2,336 |
[@tz) | 0. g |

1 2
50 | 0,950 | 0,990

EXEeRcICE 2

On se place dans Pespace euclidien B muni de son produit scalaive usuel. On note B = (e, e, 4, 4 ) la base canonigue

de B,

Soient @y, ag, ag trois réels non nuls. On considére le vecteur @ de coordenuées {0, ay. ey, ay) dans la base B. On snppose
3

@ umitaire. On a done Z a = 1. Enfin, on note f I'endomorphisme dont la matrice A dans la base B est :

=1
0 @y as ag
e 0 0
A= a; 0 0 0
az 0O 0 0

1. Sans calenl. justifier que A est diagonalisable.
2. Déterminer le rang de A,
3. Déterminer une base de Ker( f).

4. Justifier que 0 est valenr propre de 4. Quel est son ordre de multiplicité ?

On rappelle que si M est une matrice carrée 4 coefficients dans ©, sa trace. notée tr[ M), est la somme de ses coefficients
diagonaux et que si Ay, ..., Ap sont les valewrs propres de M, de multiplicités respectives mq,. .., iy, on a pour tout
"

ke M, to(M*) = Em,-)‘:'.
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5. Calealer tr{A) et tr{ A%). En déduire un systéme vérifié par les valeurs propres non nulles de A.

6. Donner toutes les valeurs propres de A, ainsi que leur ordre de multiplicité, Puis déterminer une base de chague
SOMS-espace Propre.

EXERCICE 3

Dans tont U'exercice, les séries entiéres sont & variable réelle.

2
On considére la suite (a, ), définie par ay = ey = 1 et pour tout n 2 1, a4 = a, + TCL,.-]-
n
1. Montrer par récurrence que pour tont r 2 Lona: 1 € a, < n?.

2. Déverminer le rayon de convergence des séries entiéres Z " eb Z it
7z 30

3. Déduire des questions précédentes que la série z ity converge si et senlement si j| < 1. En déduire le rayon de

nz0
comvergence de la série entidre Z ana’,
n2i
+oo
4. Soit § 1w Za,.:;“.
o

a) Justifier que S est définie et dérvable sur PVintervalle ] -1, 1[. puis montrer que cette fonction est solution de
I'équation differentielle :
(E} : (e—1p + (2e+ Ly =0

b} Résoudre (E) dans | —1,1[. En déduire une expression sur | — 1,1[ de la fonction § & Paide de fonctions usuelles.

Baréme : 5 pts pour Pexercice 15 7 pts pour Pexercice 25 8 pts pour exercice 3.
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