GORRIGE

Exercice 1

Soit X une variable aléatoive de loi uniforme sur [0, 1]. On pose ¥ = In{ X ).

1. La variable Y est & valeurs dans | — 0. 0]. Pour tout t <0, P(Y £t) =P(X se') =¢*carc' € [0.1] sit < 0. La
fonction de répartition £y de Y est définie sur B par
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1 sinomn.

Fyli) = {

Cette fonction est & valeurs dans [0, 1], elle est croissante el continue sur B, a—laj:“}» Fy(t) =0 et '_I:|+{| Fr(t) =1 La
2 )

variable 17 est une variable 4 densité et une densité fy est obtenue en dérivant Fy. On a
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et gm0
(t sinom.

frith= {

2. La fonetion ¢ — te’ est intégrable sur B_ car cette fonction est continue, de signe constant et quand ! — —oo,
te' = 0 (k). La variable ¥ admet alers une espérance el une variance.

] +o0

On a alors E(Y) = te' dt equi par le changement de variable v = —¢, se transforme en E(Y) = — we ",
s i

Om reconnait Popposée de Pespérance d'une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre 1. On a done

E(Y) = ~1.| On pent retronver ce résultat en faisant une intégration par parties.

Pour la variance de ¥, V(V) = E{Y?Y) — (F(Y))% En remarquant comme précédemment gue la variable =Y suit une
loi exponentielle de paramétre 1. On obtient | V(1) = 1.| On pent retrouver ce résultat en intégrant deux fois par

Il
parties Vintégrale £(¥7?) wf 12! dt,

100 100

FJaa) Ona 8§ =1(Z) = Z]u(!f&}, Par lintarité de Vespérance, #(5) = Z E{ln{ Xy ). Or ehague variable Ini X ) snit
k=1 k=1

la e loi que Y = (X} Par la question précédente, E{Y) = —1. Done | E{5) = — 10,

Comme les variables aléatoives Xq, Xa, oL Xy sont indépendantes, les variables aléatoires Inf Xq), n{ X, . . Ind X))

le sont anssi. La variance de § est la somme des variances des variables In{ X, ). On a done | V{8) = 100 | et son éeart-

tvpe est | o[ 5] = 10,

) On cherche & appliguer le théoréme de la limite contrée. Pour cela, on centre S, On éerit

54 -30 i 5
P(Z > 107%) = P(S > —30In(10)) = P ( 20, I 4] ”) -p ( 210 gy 3111(10)) .

Onoa 10 — 3 nf10) = 0,000, Par le théoréme de la limite centrée, PLZ > 1075 = 1 — (0, 0001 Et par lecture du
tableau, | P(Z = 107%) = 10-%,

EXERcICE 2

0wy ey ag

1. La matrice A = :1 ﬂ g g est symétrigue i coefficients réels. Par le théoréme spectral, la matrice A est
3
ag 0O 0 0

diagonalisable dans nne base ort honormale,

2. Le tang de A est la dimension de ImA qui est engendré par les vecteurs colonnes de 4. Notons les Oy, O, Ca, . Les
colannes O, , sl lides car toutes colinéaires au veeteur e, La famille (€, ey ) est libre ear ©) € Veet{es, ea,04).
Om adone | rgl

3. Par le théoréme du rang, dim(Ker(f)) = 2. Les vecteurs ayes — ajey et agey — ayeq appartiennent an noyan de f,
La famille (a2es — aey, azea — aeq) est libre et son cardinal est égal & dim(Ker(f)).
La famille {ases — ayey, ages — agey) est une base de Ker( f).

4. Le nombre 0 est valeur propre de A car le novan de [ n'est pas rédnit 00 Comme A est diagonalisable, la multiplicité
de la valeur propre 0 est ézale 4 la dimension de espace propre associé & 0, done i dim(Ker( f)) qui vaut 2.
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5. On a tr{A) = 0, Bt on ecalcule A% :

El
Saf o0 0
2 |
A= 0 af  ajen ayoy
0 azay a3 azis
0 agay eana af

3 3
On en déduit que tr(4*) =23 af = 2car » af = 1.

k= t=
O sait déja que zéro est wuiem1 propre de A }Je mltiplicité 2. T reste done deux valeurs propres & découvrir, dven-
tuellement confoncues, mais non nulles : on les note Ay et Az Un calenl dans une base propre pour A, done aussi poar
A% montre alors que
rd = 0 = M4+,
tra? = 2 A 42,
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6. En résolvant le systéme précédent, on en déduit (moyenmant un choix arbitraire des signes) que| Ay =1 et Ay = —1|

La matrice A a trois valeurs propres @ 0, =1 et 1. La premiére est de nultiplicité 2 et les denx derniéres de multiplicits
1.

Soit & un vectenr de composantes xy, ..., g dans Ja base (e, ... eq ) Péquation f{r) = cr, aver © = 1, équivant
siecessivemnent & (car & est unitaire) -

g + g+ agay zxy sla? 4 a:‘j +adde = sy,
Ve {1,238}, Gy = Expy, Yk e {1.2,3}, sapry = gy,
= W¥ke{l,2,3}, sapr;=zppq.

a
On lit gi-dessus que le sous-espace propre £ (f) est la droite engendrée par le vectenr ) + SZM-CJ.-H =g +ad.
k=1

EXERCICE 3

1. Pour tout » = 1, @, est un nombre an moins égal 4 1. Démontrons le par récurrence.
~Onaay=letay=2 doncay =1eta =1

2 > n+3 %
41 41
Montrons que a, < n° par réenrrence sur n 2 1. Conune o2 = oy + % =2 < 4, la majoration est vraie pour n = | ou
2. Bi elle est vraie aux rangs 1 — 1 et ny alors

~ Sipowrmnn =2 4,92 leta, 21, alos a,g 21+

2 E
Gl =ity + L <n?+

Hn—1)2
rek 1

gnf42n—1)<n® £ +1=(n+1),
oo qui achéve la récurrence.

2. La série géométrique Z " converge si et seulement si x| < 1. Le rayon de convergence de cette série entiére est

nzl
done égal & 1.
La série 3 nr" est la somme des trois séries 3 (n +2)(n + 12", =37 3 e~ et =23 7%, Les deux premieres
wizl nzh wzl i
séries s'obtiennent par dérivation de la série gémnétrique z:“ done sont toutes les trois de rayon de convergence 1,
nzl
Done le rayom de convergence de la série entiere Y n®s" est égal & 1.
nzh
Om peut retrouver que le ravon de convergence des séries entidres Z;r" ot Z n*z" est 1, en appliquant la régle de
=11 w0
D' Alembert,
3.
- 8i |z < 1, la série Z nta" converge absolument par la question 2, donc par comparaison (question 1), la série
nzl
Za,, " converge absolmment done converge,
=11
~ 8i || 2 1, la série E " diverge par la question 2, done par comparaison {question 1), la série Z a,x" diverge,
szl nuzzl
Par conséquent, la série Z ayx™ converge si et senlement si || < 1. Et par définition. le rayon de convergence: de la
izl
série entiére 3 a,+" est égal 4 1.

0
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4.a) La somme d'une série entiere est de classe O 4 Uintérienr de Uintervalle de convergence. DVaprés la question
précédente, la somime S est définie et dérivable sur 'intervalle ] -1,1 [ Oun dérive 5 terme & ferme, Onoa :

+20 g
fe—ly'+2e+1y = (e—1)> eyne" ' +(22+1) Y apa”,
=t o]
+oo +oo T+ +oo
= z apnr’t — En,.nr“'l + 'ZZR,.:." iy z T,
:=| il =i} ) nm
oo
= Z{na,.—tu+1}an+|+2an_1+a,,};r"‘ — iy +tig , 0
n=1 —
4oo g : 1
= ;{u-{—l} —n,.+1+a..+mm._f o —1+1, E
= [ carayy =rn-..+—“+1rr,,_| . 8

Ainzi la somme S est solution de [ £,

by Sur | — 1, 1], cette équation équivaut & y'(x) + (2 + %I)y{;rj = ). Une primitive de o — 2 4 ,,—i-,- sur | — 1, 1] est
# e 2r 4 3In{1 — ), et les solutions sont de la forme o — Coxpl(—20 — 3n(1 —x)), o € est une constante. Comme
S(0) =ag =1, ona ' =1 et finalement :

e

Yre|-1,1f S(I)lm
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