CORRIGE

ExEercice 1

1 'l pleut le i-¢me jour,

1. L'espérance de X est égale 4 2. Pour i € [1,n], la variable aléatoire X; — {0 sinon
S

30

suit une loi binomiale de paramétres 1 et p. Les variables X; sont indépendantes. On a X — Z-\'g et X suit une loi
i=1

bincmiale de paramétres 30 et p. Or 2 = E(X) = 30p d'od p = 1‘3 Sa variance est V(X) = np(l —p) = %

2. On vent P(X < 20). Or P(X < 20) = 1 = P(X = 30), donc P(X < 20) = 1— (L)%

3. Onveut P(X <£3). Onan 230, p<0,1 et np <15 On peut approcher la loi binomiale de X par une loi de Poisson
2 3
de paramétre 2. On a alors P(X €3) = e ?(14+2+ 5 +55) = Ye? et P(X < 30) = 0,857,

CORRIGE

EXERCICE 2

X
m
—
—
m

1. On note (ey, €3, £3) la base canonique de B2,

a) Le nombre 2 est valeur propre car la 3-i¢me colonne de A signifie que Aeg = 2eq.

-1 1 0

OnaA-2f=| 0 0 0] quiestderang 1, par le théoréme du rang, l'espace propre Ea(A) associé & la valeur propre:
-1 10

2 est de dimension 2. 11 manque une senle valenr propre qui sera foreément simple.
1-A 1

OnaA-M= 0 2=Xx 0 |.Alors A—J w'est pas de rang 3 (ou encore det(A — J) = 0) car €] = =y, Done

-1 1 2-A
1 est valeur propre de A. Les valeurs propres de A sont 1 et 2.
h) D’aprés le raisonnement fait en a), dim(F2(A))} = 2 et ez € Ea(A). Mais dans A — 21, €y = =%, ainsi ¢, +e2 € Fa(A).
La famille (e; + €2, es) est libre dans Fa(A) qui est de dimension 2, ¢'est done une base de Ea(A). On a aussi par a),
dim(E(A)) =1 et Oy = —=Cq dans A = I, entraine que Ei(A) est engendré par g + eg.
¢) La matrice A est diagonalisable car dim(E,(A)) + dim(F3(A)) = dim(B*).
2a)Ona A —3A+ 20 =0,

b) Si X est un vecteur propre de A associé & la valeur propre A, alors AX = AX et

(A =344+ 20X = A7X - 3AX +2X = A2X — 3AX + 2X = (A —3A + 2)X. Comme A% —34+2] = 0ev X # 0,
forcément A est solution de I'équation =* — 8z + 2 = 0. On vérifie comme en 1b) que 1 et 2 sont effectivement valeur
propre de A.

) On a pour tout X € R®,

X =2 =AX +(A=DX.0r 0= A% =34+ 2] = (I = A2 = A) = (2] = A)(I = A), donc (2] = A)X € Ey(A)
ot (A~ NX € Es(A). Dot Ey(A) + Ea(A) = B et comme | # 2, B (A) @ Ex(A) = R®, on retrouve alors que A est.
diagonalisable,

EXERCICE 3

1. Posous a,, — ﬂ,'y,‘ : cest un terme général positif, et “—::—‘ - %(RLH)“ tend vers .le quand n tend vers +oo. La régle de
d’Alembert dit alors que la série de terme général a,, converge.
foo

" 1
2. Par le deuxiéme rappel, §; — Z i — In(1 - 4) et Sy = In(2).
n=1
3. Sin =0, la fonction = — Inx est intégrable sur |0, o] car li[r!'af Inade = Iinﬁ[a: In{z) — x| existe et est finie.
Sim = 1, la fonetion = — 2™ Inx est prolongeable par continuité en zéro done elle est intégrable sur J0, a).
Soient n € M, £ et a deux réels tels que 0 < & < a < 1. On intégre par parties :

f:r" Inzdz
€

n+l @ a
_[= Inx o1 fI"d‘-l',
n+l |, m+l],

a"*lina  £"ine |

n+tl ntl  (mt1)pR"

r"‘”}.
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On fait ensuite tendre & vers zéro, pour obtenir

" nzde = (1 K i
ﬁx nz —(n(a)—T) =y

1 i

4. Les ml.égra]esf ne dz A lnx da existent car {22 v et [“T;Tl,
W Si on évalue aen 1 ou dans la formule de la question 4, on obnent.
() ! Sneds = 1
E s r inrdr = —m,
ia R e = ! 24—
0 A e P § T Ry
O En utilisant le résultat admis, on a alors : f ln;c §[ 2" Inzdr = —Z; Par un changement

. - R SICEREs é
Inx x2

= ——

1
et le premier rappel, on a f i
o
De méme :

4

¥ 2 el
/ m1:11 = Z[ " lnxdr,
o 1-= k=070
+o0
1 1
-5 (mzy—),
g(n+1}2‘"+l(“ +n+1)

S In2 -8,
—(In2)? - 8 .

. Yin(1—1) U e )
5.a) Le changement de variable affine = = 1 —{ donne Tdt e ndz. La relation de Cha:
0 4+ 1=
_ 2
question précédente donnent alors f M “— 1 (In2)? 1 5

In(l Int

t
b) Soit £ > 0. Par une intégration par parties, ) dt = [IntIn(1 - f)]. -I-f _— df En faisant tenc

zero et A Paide de la question précédente, on oht:ent

4|u(l—|‘.) - 1\?2 ot
j; f_dt e (lna) +,[o mdﬁ,
(In2)? = (In2)* - 8,
—8,.

6. En comparant les résultats des questions 3a) et 5b), on a

w2 (In2)?
S = E - 3 -
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