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ExEercicE 1

1.a) La variable aléatoire X suit une loi binomiale de paramétres n = 576 et p = :L Son espérance
est F(X) = np = 288 et sa variance V(X) = np(1 — p) = 144, Son éecart type est o = 12,

b} On peut approcher la loi de X par une loi normale.

2. La probabilité cherchée est P(576 — 300 < X < 300), soit d’aprés a), P(— 1 < 3=E&) < 1),

Cette probabilité vaut ¢(1) — ¢(—1) ou encore 2¢(1) — 1. Par le tableau, la probabilité demandée
est égale a |0,74].

3. On cherche N,, tel que 0,99 = P(576 — N,, < X < N,,) = 2«&(@) — 1. Par le tableau,

. . Na—E(X) o s» . .
on doit avoir ===+ = 2,55. On obtient |N,, =319].

Exercice 2
1. Soit I3 la matrice identité 3 x 3. o i
e Le nombre 1 est valeur propre de A, car 4, — I3 = —l% % % est de rang 2. En effet,
Oy + Oy = Cy et les vecteurs () et Ca ne sont pas culiui-.airgs. ¥
-1 1 1
e Le nombre 1 + ,1—! est valeur propre de A, car A, — (1 + %}13 = ﬁ -1 1 1 | est de
1 -1 -1

rang 1. En effet, C) = —Cy = —Cj et le vecteur €'y est non nul.

e Enfin, 1 et 14 % sont les seules valeurs propres de A, car rg( A, — I3)4+rg(A4, — (1+ T:)f;;) =3
2. Notons Ey (resp. B, 1 ) 'espace propre associé a la valeur propre 1 (resp. 1+ r]—!}.

On a By = Ker(A, — I3). D'aprés la question 1, rg(A, — I3) = 2 et par le théoréme du rang,
dim £} = 1. Comme C) + Cy = O3, Ey est engendré par e; + g — eg.

Ona EI+£ = Ker{A,—(1+ '—lljf;,). D’apres la question 1, rg( A, — (14 %)15} = 1 et par le théoréme
du rang, dimE|, 1+ = 2. Comme C) = —Cy = —Cl, B, 1 est engendré par e; + ez et e + e3.



3. La matrice A, est diagonalisable car dim E} + dimE, 1 = 3.

I 1 1
4. D’apreés les questions précédentes, pour tout k € {1,...,n}, Ax = PDLPlaveeP=| 1 1 0
-1 01

10 0
et D=0 1+4 0
0 0 144

1 0 0

n 1
0 E(l 2 0

0 0 ﬁ(l + %}
k=1

On-a B, = [[ PDP = PD,P ) avec Dy= [] Dy =
k=1 k=1

qui est

. . . = 1 Skl
diagonale. Done B, est diagonalisable. Or, pour tout k € {1,....n}, H(1+—} = H —— =n+l.
1 k=1 k k=1 k
1 0 0
DounD,= 10 n+1 0
0 0 n+1

EXERCICE 3
1. Soit n € N*. 5
; t
Pour tout X > 0, la fonetion t — ———— est définie et continue sur [0; X].
(1+¢)n
#2 2 2

Au voisinage de +oo, Ornzl dondn—-—22 2et

;" 1
A+ oy ~ o 2 Ty ~ e
I'intégrale définissant w, converge.

2. Soit n € M*.

) ;o t? B 1
a) Une primitive sur By de t — W est la fonction £ +—— —m
+oo !ﬁ
b) Aprés caleuls, w, — e = f th‘., On obtient le résultat par intégration par
0

r.‘!

parties en posant pour tout ¢ = 0, u(t) = t* et o'(t) = W

puis en utilisant a).

X o Uy s 4dn+1)—3 z tUn4
3. Pour n € N*, par la question précédente, —t2 = ¥ Onaalors lim —*2 =1 et
Upt1 d(n+1) n=+20 Up 41

par le critére de d’Alembert |R =1].

{00
4. Soit x €] - 1,1[. On a §'(z) = z Npe "), et

n=1
+00 +o0 =00
41— 2)8(x) = S(z) = Z dntpe ™t — Z dnugy " — Z T

ﬂiE :;—;1‘ n=1 -

= Z dnupyy ™ — Z 4(n—Duya" ' — Z-u,, 2!
n=1 n=1 n=1
+00

= Z(-’lmh.+t —4(n — 1)u, — rt,,).!‘"_l
T

= Z(-'i:e'u,.+; — (4n — 3)1:.,,}.:”_'
n=1

=0 par la question 2b.

5. Sur | — 1,1[, I'équation différentielle (£) équivaut a 3 = ﬁy. La solution générale de
4(l —x

cette équation différentielle est y @ @ — avec A € R,

v1l—zx

6. D'aprés la question 4, S est solution de (E) sur | — 1, 1. Comme S(0) = uy, on a :

Vee =11l [S@) =t
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