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Exercice 1

Soit f l’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique Bc de R3 est A =



5 5 −14
6 6 −16
5 5 −14


.

Soit g l’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique Bc de R3 est B =



8 4 −16
0 4 −8
4 4 −12


.

On note I =



1 0 0
0 1 0
0 0 1


.

Soient les vecteurs de R3 définis par: X0 =



1
0
1


, X1 =




0
−1
1


 et ∀n ∈ N, Xn+2 = AXn+1 + BXn.

Le but de cet exercice est de déterminer une expression de Xn en fonction de n.

1. Calculer X2.

2.a) Déterminer le rang des matrices A, A− I et A+ 4I.

b) En déduire que les sous-espaces E = {X ∈ R3;AX = 0}, F = {X ∈ R3;AX = X} et
G = {X ∈ R3;AX = −4X} sont tous de dimension 1.

c) Déterminer �u un vecteur qui engendre E, �v un vecteur qui engendre F et �w un vecteur qui engendre
G.

d) Montrer que la famille B = (�u,�v, �w) est une base de R3, puis écrire la matrice de passage P de la
base canonique Bc à cette nouvelle base B.
Dans la suite de l’exercice, il n’est pas nécessaire de calculer P−1.

3. Déterminer la matrice de f dans la base B, notée D. Déterminer la matrice de g dans la base B,
notée ∆. Ecrire une relation matricielle entre A et D, puis une entre B et ∆.

4. Pour tout n ∈ N, on pose Yn = P−1Xn =



xn

yn
zn


.

a) Montrer que Y0 = −�v + 2�w et Y1 = −�u− 3�v + 4�w.

b) Montrer que: ∀n ∈ N, Xn+2 = AXn+1 + BXn ⇐⇒ Yn+2 = DYn+1 +∆Yn.

c) Montrer que: ∀n � 0, xn = ((−1)n − 1)2n−2, ∀n � 1, yn = −3 et ∀n � 0, zn = (−1)n(1− 2n)2n+1.

5. Déterminer une expression de Xn en fonction de n.

Exercice 2

1. Déterminer le domaine de définition et la dérivée sur ce domaine de la fonction f : x �→ ln(1+ex).

2. Déterminer la solution y de l’équation différentielle (1 + ex)y′ + exy = 1 vérifiant y(ln(2)) =
1

3
.

On pourra chercher une solution particulière sous la forme x �→ λ(x)e−f(x).
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Vous traiterez au choix l’exercice 3 ou l’exercice 4.

Exercice 3

1. Soit n ∈ N∗. En calculant de deux manières la dérivée de la fonction f : x �→
n∑

k=0

xk sur R\{1},

montrer que: ∀x ∈ R\{1},
n∑

k=1

kxk−1 =
(n+ 1)(xn+1 − xn)− xn+1 + 1

(x− 1)2
.

Soit n ∈ N∗. Une boite contient 2 boules portant le numéro 0 et pour tout entier k compris entre 1
et n, 2k boules portant le numéro k.

2. Justifier que la boite contient 2n+1 boules.

3. On tire une boule de cette boite et on note X la variable aléatoire associée au numéro obtenu.

a) Donner la loi de X.

b) Déterminer l’espérance E(X) de X. Donner un équivalent de E(X) lorsque n → +∞.

4. On tire une à une avec remise deux boules de la boite et on appelle Y la variable aléatoire associée
au plus grand des numéros obtenus sur les deux tirages.

a) Déterminer la probabilité P (Y = 0), puis pour tout k � 1, P (Y � k).

b) En déduire la loi de Y .

c) Déterminer l’espérance E(Y ) de Y . Donner un équivalent de E(Y ) lorsque n → +∞.

Exercice 4

On pose I =

∫ 1

0

t− 1

ln(t)
dt et pour x ∈]0, 1[, Ix =

∫ x

0

t− 1

ln(t)
dt et Jx =

∫ x2

x

dt

t− 1
.

1. Ecrire le développement limité à l’ordre 2 en 1 de la fonction t �→ ln(t).

2. Justifier l’existence de I et de Ix pour tout x ∈]0, 1[.

3. Montrer que lim
x→1

Jx = ln(2).

4. Soit x ∈]0, 1[. Justifier que Ix =

∫ x

0

2t

ln(t2)
dt−

∫ x

0

dt

ln(t)
=

∫ x2

x

dt

ln(t)
.

5. En déduire que lim
x→1

(Ix − Jx) = 0, puis déterminer la valeur de I.

Barème: Exercice 1=10 pts ; exercice 2=4 pts ; exercice 3=6 pts ; exercice 4=6 pts.
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