GORRIGE

Exercice 1

Soit ¢ l'application définie sur E par : VP € E, o(P) :x+ P'(x+ 1)+ P'(z — 1) — P'(z).

1. Soient A € R, P et Q dans E. On a (AP + Q)" = AP’ + Q' et pour tout (z,a) € R?,

AP+ Q) (x4 a) = AP'(z 4+ a) + Q' (z + a). Ainsi o(AP + Q) = Ap(P) + ¢(Q) et ¢ est linéaire. Pour P € E,
deg(P’) < deg(P), donc ¢ : E — E. Ainsi, ¢ est un endomorphisme de E.

2.0naegp: x> 1et p(eg) =0 car la dérivée de eg est nulle. Pour £ > 1, on a :

oler)(x) = k(z + 1) 4 k(z — 1)k — ok

D’ou :
wler) =1 @lez) =2e1 p(es) =6ep +3ea  p(es) = 24e + deg
0106 0
00 2 0 24
et la matrice A de ¢ dans Best bien A= [0 0 0 3 0
0000 4
00 0 0 O

3. L’image de ¢ est engendré par les colonnes de A. Le rang de ¢, soit le rang de A est égal au rang de la matrice
106 0

8 (2) g 2(;1 extraite de A qui est égal & 4 (matrice triangulaire de taille 4 et de coefficients diagonaux non nuls).
00 0 4

Par le théoréme du rang, La dimension du noyau de ¢ est 5 — 4 soit égal a 1.

On a Im(p) = Vect(p(eg), (e1), ple2), p(es), p(eq)) qui est égal a Vect(p(e1), plez), v(es), (eq)) car p(eg) = 0. Par
la question 2, Im(yp) = Vect(p(e1), p(e2), p(es), ped)) C Vect(eo, €1, €2, e3). Or Im(yp) et Vect(eg, €1, €2, €3) ont méme
dimension, par conséquent Im(p) = Vect(eg, €1, €2, €3).

On a ¢(eg) = 0 donc ¢y € Ker(p). Comme dim(Ker(p)) = 1, Ker(¢) = Vect(eg) = R.

4. Les sous-espaces Ker(p) et Im(¢) ne sont pas supplémentaires dans E car ey € Ker(¢) NIm(y) et donc
Ker(p) NIm(yp) # {0}.

5. Si on note Q : x — —5z + 922 + 2® — 2, par le calcul direct ou bien en multipliant A par le vecteur [ 9 |, on

vérifie que p(Q)(x) = 1 — 6z + 322 — 42>, Si @ € R, ¢(a) = 0. Donc pour tout a € R, 'endomorphisme ¢ envoie la
fonction x — a — 5z + 922 + 2® — * sur la fonction z +— 1 — 62 + 322 — 42>,

Réciproquement, si P vérifie 'équation P'(z 4+ 1) 4+ P'(z — 1) — P'(z) = 1 — 6z + 32% — 423, alors p(P) = ¢(Q) et par
linéarité (P — Q) =0 et P — Q € Ker(p). Par la question 3, il existe o € R tel que P — Q = « et pour tout = € R,
P(z) = a — bz + 92% + 2 — 2.

Exercice 2

Soit f la fonction définie sur R par f(z

)7/“'2 dt
e V1

1 1
1. a) La fonction ¢t — ———— est définie et continue sur R. Si F' est la primitive s’annulant en 0 de ¢ — ———,
V1+t? V142
Toodt
alors par le théoréme fondamental du calcul intégral, pour tout = € R, F(x) = / ———. Par la relation de Chasles,
0 t2+1

F(2?) — F(x).

on a pour tout z € R, f(x

- /2 a / a
0 Vit2+1 0 V241
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b) La fonction F est dérivable (car c’est une primitive). D’aprés 1a), la fonction f est dérivable sur R par composition

v+ 1
2z 1

fl(x) = 20F' (2?) — F'(2) = ——— —

Vat+1 2 +1

de fonctions dérivables. On a, sachant que F’ : z +

2x 1 1
¢) Par la question précédente, f/(z) = ————— — ———— = 22(1 4 2*)® — (1 + 2%)® avec & = —=. En utilisant le
) Par la question | @)= o = 1) — (L) 5

développement limité indiqué, on a :

. (o —1) : x?
f'(x) = 22(1 + az® + o(z*)) — (1 + az® + %1‘4 +o(z?) = -1+ 2z — az? +o(z®) = -1+ 2z + % +o(z?)

.3
et en intégrant, on obtient développement limité de f en 0 a l'ordre 4, f(z) = f(0) — z + 22 + % + o(2*) soit,

f(@)=—x+a*+ % +o(z?)

2t
14 ——
2/12 241+t 1
2. a) La dérivée de la fonction ¢ — In (t + V2 + 1) est V41 , soit tit qui vaut .
t+Vt2+1 V2 +1(t+ V2 +1) Vi2+1

22+ Vat+1

b) On a donc par a), pour tout z € R, f(z) = [ln (t+ V2 + 1)} =In . Dou f = g. Par la
z z+VaZ+1
question 1b), la fonction f est de classe C™ et par la formule de formule de Taylor-Young, on a au voisinage de 0 :
2? 5y, T0 AP
F@) = FO) + fO0) + f7(0) 5 + FDO) 7 + FD0) 3 +ofa?)

Par unicité, on identifie avec le développement limité trouvé en 1c), pour obtenir :

g0 =f0)=0 ; JO=F0)=-1; ¢O=0=2; ¢P0)=7D0) =1 ; g0 =70 =0

Exercice 3

Pour deux événements A et B, on notera Pa(B) la probabilité de B sachant A et A 'événement contraire de A.

4

1 _
1.0Onap = 5 a= P(By) = Pa,(B1)P(Ay) + Pz, (B1)P(A;) en utilisant la formule des probabilités totales avec le
1
=X =—.
3 15

systéme complet d’événements (A;, A;). D’otl, q; = -

On obtient de méme :

- 1 1 4 1 17
p2 = P(Ag) = Pa,(A2)P(Ay) + P3,(A2)P(4Ay) = 3%5 + %3 et py = 30
- 1 1 62
g2 = P(B2) = Pa,(B2)P(A2) + Py, (B2)P(42) = Fichs 5(1 —pa) et go = 5"
2. Soit n € {2,..., N}. On applique la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements (A, A, 1).

On a P(A,) = Pa,_,(A,)P(An—1) + Px

Ap—1

- 1
(Ap)P(A,—1). Or Py, ,(Ay) = 3 c’est la probabilité de tirer une blanche

de 'urne U; et Py

An—1

4
(An) = 5 c’est la probabilité de tirer une noire de I'urne Us, car on change d’urne. Ainsi,

1 4 7 4
Pn = g[’n—l + ;)(1 —Pn-1) = _ﬁpn—] + 5
. 6
3. Le nombre ¢ vérifie f =al +bet £ = TR On pose pour tout n € N*, u,, = p,, — . Alors :
Unt1 = Pny1 — £ = app +b— (al +b) = a(pn — 0)

La suite (u,)n>1 est bien géométrique de raison a.

4. Par la question 3, pour tout n € [1, N], p, — £ = a" (p; — ¢). Dot :

Lo L (1T
Pn="59"15 11

Pour tout n € [1,N], ¢, = Pa, (Bn)P(A,) + P4, (Bn)P(A,). Dot :

1 1 2 1 1 7\""' 3
qn:gpn,+3(1fpn):ﬁpn+5:7165 I +1r
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Exercice 4

4 0 20

0 0 0 2
4 -2 0 0 0

0 -2 0 4
l.a) et b). On a (A — 2I)? = 0. Le polynéme (X — 2)? annule 4, il admet que le nombre 2 comme racine. Donc 2

2 0 2 0
. 0o -2 0 2|, . . L

est la seule valeur propre possible de A. Comme A — 27 = Z9 0 -2 o™ est pas inversible car sa premiére et

0 -2 0 2
troisiéme colonnes sont égales, le nombre 2 est la seule valeur propre de A.
¢) On a (A —2I)2 = 0, d’ott en développant, A2 — 44 = —4I et alors [ = A x (14T — A)) = (3(4 — A)) x A. La
matrice A est bien inversible son inverse est :

00 -3 0

A =taro= |00 0 =
4 {30 1 0
03 0 0

2. la matrice A n’est pas diagonalisable car sinon elle serait semblable & 21 donc égale a 21, ce qui est faux.
Le nombre 2 étant la seule racine du polynome caractéristique x4 de A, on a ya(X) = (=1)*(X — 2)* qui est scindé
sur R. La matrice A est trigonalisable.

3. Soit B = (e1,ez,e3,e4) la base canonique de R%. Pour que A soit semblable & B, il faut qu’il existe une base
B' = (e1,€2,€3,€4) de R* avec Aey = 2e9, Acy = &1 + 269, Acy = 2¢3 et Aey = 3 + 2¢4.

Le rang de la matrice A — 21 est 2, par le théoréme du rang, I'espace propre associ¢ a 2 est de dimension 2, il admet
comme base (rzl —e3, e+ {34). On prend alors 1 = e1 — e3 et €3 = es + e4. Pour trouver les vecteurs €5 et €4, on résout
deux systémes, ou on remarque que €9 = %el et gq = %e4 conviennent.

On vérifie que la famille B’ = (e1,29,£3,£4) est une base de R* (calcul d'un déterminant, du rang ou directement
montrer qu’elle est libre). Donc A est semblable & B.
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